00, -° .3 SEMANA ©

it AU UNIVERSITARIA

.

CAMPOS VETORIAIS DE KILLING SOBRE A ESFERA EUCLIDIANA

Luan Silva Nogueira'
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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo abordar os campos vetoriais de Killing (ou simplesmente, campos de Killing)
definidos sobre a esfera Euclidiana. Nesse contexto, campos de Killing sobre uma variedade Riemanniana sao
campos de vetores com derivada de Lie identicamente nula, cuja nomenclatura homenageia o matematico
alemdo Whilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923). Vérios exemplos de campos de Killing sdo amplamente
discutidos na literatura, definidos em superficies de revolucao, variedades homogéneas, alguns produtos
diretos e especialmente em formas espaciais, tais como o espago Euclidiano, a esfera Euclidiana e o espacgo
hiperbdlico. Esse tipo de campo de vetores representa um interessante caso particular de campos conformes,
onde o fator conforme (ou fator de conformidade) é uma fungao identicamente nula. Deve-se ressaltar que a
presenca de campos de Killing em uma variedade Riemanniana possibilita obter informacdes sobre curvatura
escalar, além de caracterizar as variedades Riemannianas completas que admitem certos tipos de campos de
Killing. Nesse sentido, o estudo dos campos de Killing com foco na esfera Euclidiana, permite a construcao
de exemplos, assim como uma caracterizacao de tais campos de vetores, usando recursos mais elementares.
Ademais, é importante destacar que esses campos de vetores estabelecem conexoes interessantes com outras
estruturas geométricas, tais como as curvas geodésicas e as isometrias locais.
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INTRODUCAO

Os campos de Killing referem-se a campos de vetores cuja a sua derivada de Lie da métrica Riemanniana em
sua diregdo é identicamente nula. Por outro lado, pode-se afirmar que o espago Euclidiano, a esfera
Euclidiana e o espago hiperbdlico sao variedades Riemannianas completas caracterizadas por terem
curvatura seccional constante, o que as tornam exemplos de formas espaciais (cf. CARMO, 2005). Além disso,
¢é conhecido que o recobrimento universal de qualquer forma espacial, com a métrica do recobrimento, é
isométrico a uma dessas variedades mencionadas (cf. CARMO, 2005). Isso justifica a relevancia dessas
formas espaciais e a importancia de estuda-las, especialmente a esfera Euclidiana, abordada no presente
trabalho.

Os campos de Killing aparecem frequentemente no estudo de imersées em formas espaciais, nas superficies
de revolucdo, produtos diretos e variedades homogéneas. Esses campos vetoriais estdo diretamente
relacionados a curvatura escalar da variedade Riemanniana onde estdo definidos (cf. TASHIRO, 1965; OBATA
e YANO, 1970), bem como as curvas geodésicas (cf. PETERSEN, 1998), as isometrias locais (cf. Carmo, 2005)
e as propriedades geométricas de variedades homogéneas (cf. O'NEILL 1983). Conforme estabelecido pelo
Corolario 38 de O'Neill (1983), é possivel garantir a existéncia de diversos campos de Killing na esfera
Euclidiana, devido a sua homogeneidade.

Neste trabalho, tem-se como principal objetivo o estudo de campos de Killing definidos na esfera Euclidiana,
adotando inicialmente uma abordagem mais elementar do que a comumente encontrada na literatura, e
utilizando conceitos fundamentais de Algebra Linear (BUENO, 2006 e LIMA, 2014), Calculo Vetorial
(GUIDORIZZI, 2002) e de Geometria Diferencial (TENENBLAT, 2006). Tendo em vista que a esfera
Euclidiana é localmente conformemente euclidiana, o estudo dos campos de Killing na esfera Euclidiana pode
ser significativamente simplificado por meio de uma mudanca conforme de métrica, permitindo estabelecer

uma interessante relacao com os campos de Killing no espago Euclidiano.

METODOLOGIA

Primeiramente, deve-se esclarecer que este trabalho ird abordar o estudo feito sobre campos de Killing na
esfera Euclidiana, que remete a um dos Planos de Trabalho do Projeto de Pesquisa, intitulado como “Campos
de Killing sobre formas espaciais”. O objetivo principal desse trabalho sera abordar a construcao de
exemplos de campos de Killing na esfera Euclidiana, bem como a caracterizacao de tais campos de vetores,
utilizando conceitos mais elementares e estabelcendo relagées com uma conhecida caracterizacao dos
campos de Killing definidos no espaco Euclidiano.

No que diz respeito a metodologia adotada, o primeiro passo consistiu na aquisicdo dos pré-requisitos
necessarios, que envolveu o estudo de tépicos de Algebra Linear, Calculo Vetorial e alguns elementos
fundamentais da Geometria Diferencial no contexto do espaco Euclidiano. Este estudo abrangeu conceitos
essenciais, como gradiente, divergente, laplaciano, hessiano, curvatura escalar e derivada de Lie, cruciais
para a anélise das propriedades geométricas desse espaco e seus campos de Killing, que podem ser
caracterizados por meio de matrizes antissimétricas (CARMO, 2005 e PETERSEN, 1998).

Na sequéncia, foi realizado um estudo sobre alguns conceitos de Geometria Diferencial sob a perspectiva da
esfera Euclidiana, relacionando-os com os conceitos estudados no espaco Euclidiano. Deste modo, o estudo
foi conduzido por meio de uma mudanga conforme de métrica, o que é possivel devido ao fato de a esfera
Euclidiana ser localmente conformemente Euclidiana. Essa mudanca conforme de métrica possibilitou o

estudo dos campos de Killing na esfera Euclidiana, partindo dos campos de Killing no espa¢o Euclidiano sem
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a necessidade de trabalhar diretamente com estruturas mais complexas.

Finalmente, realizou-se uma analise sobre os campos de Killing na esfera Euclidiana, com o objetivo de
construir exemplos e/ou caracterizar tais campos de vetores. Nesse sentido, foi possivel identificar uma
relacao significativa entre os campos de Killing no espago Euclidiano e na esfera Euclidiana. Além disso,
conduziu-se uma investigacdo especifica sobre os campos de Killing gradientes na esfera Euclidiana, que

culminou na conclusao da inexisténcia de campos de Killing gradientes nao triviais na esfera Euclidiana.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Com o intuito de identificar e construir exemplos de campos de Killing definidos sobre a esfera Euclidiana, foi
realizado um estudo que nos permitiu chegar a uma relacdo entre os campos de Killing no espaco Euclidiano
e na esfera Euclidiana. Diante disso, foi possivel constatar que todos os campos de Killing presentes na esfera
Euclidiana podem ser obtidos a partir dos campos de Killing definidos no espago Euclidiano, por meio de uma
mudanca conforme da métrica.

Ademais, foi conduzida uma andlise sobre os campos de Killing gradientes definidos na esfera Euclidiana, que
possibilitou verificar, de forma mais elementar do que frequentemente encontrado na literatura, que nao
existem campos de Killing gradientes nao triviais sobre essa variedade Riemanniana. Esta constatacao
reitera um resultado amplamente conhecido para variedades compactas, indicando que a estrutura

geométrica da esfera Euclidiana impde limitagdes significativas a existéncia de campos de Killing gradientes.

CONCLUSOES

A partir de uma abordagem mais elementar, fundamentada em conceitos de Célculo Diferencial e Integral,
Algebra linear, Calculo vetorial e Geometria Diferencial, foi possivel desenvolver uma andlise que permitiu
estabelecer uma relacao direta entre os campos de Killing definidos no espago Euclidiano e na esfera
Euclidiana. Essa abordagem revelou que todos os campos de Killing na esfera Euclidiana podem ser obtidos
dos campos de Killing no espago Euclidiano, por meio de uma mudanga conforme de métrica. Além disso, a
investigacao sobre os campos de Killing gradientes revelou de maneira mais acessivel que, de fato, ndo
existem campos de Killing gradientes nao triviais na esfera Euclidiana. Essas descobertas ndo apenas
corroboram resultados ja estabelecidos na literatura, mas também oferecem uma compreensao mais clara

das interagoes entre a geometria da esfera Euclidiana e do espaco Euclidiano.
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