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CLASSIFICACAO DAS SINGULARIDADES EM FUNCOES COM CODIMENSAO MENOR
OU IGUAL A CINCO
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RESUMO

A Teoria de Singularidades de aplicagoes diferenciais é uma extensdo de vasto alcance do estudo de fungoes
em pontos de méximo e minimo vistos na disciplina de céalculo diferencial e integral. Neste caso as fungoes
sao substituidas por familias de fungdes. O estudo da teoria de singularidades de aplicagoes diferenciaveis
motiva a busca por novos conhecimentos, no intuito de obter os devidos pré-requisitos e utilizar os
conhecimentos Matematicos, ja adquiridos em sala de aula nas disciplinas cursadas, tais como: Célculo
Diferencial I, II e III. A partir do teorema do posto constante, onde sdo estudadas as aplicacdes definidas em
abertos que tem diferentes tipos de pontos criticos, passamos a estudar a questdo mais natural que é
determinar uma forma normal (local) descrevendo cada tipo de singularidade da aplicagdo. Neste projeto
estudamos as formas normais das singularidades das fungdes reais e também das aplicagdes do plano no
plano. No caso das fungoes reais descrevemos as singularidades em fungdes com codimensao menor ou igual
a cinco, tendo por base os resultados de Arnol’d em [11] e de Thom descrito em [14]. A descricao das
aplicagdes do plano no plano foi feita com base nos trabalhos de Whitney [17] e Rieger [19].
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INTRODUCAO

Este trabalho se desenvolve dando sequéncia aos estudos vistos na disciplina de calculo diferencial e Anélise
Real. Em uma funcao da reta na reta, se tivermos uma curva suave com derivada zero em um ponto, dizemos
que esse ponto é critico, e dessa forma, nesse ponto a fungao atinge seu valor maximo, minimo ou muda o
sentido da concavidade o que chamamos de ponto de inflexao. Posteriormente no R" 3, se tivermos um ponto
na qual as derivadas parciais sdao zero em um ponto, temos que a funcao atinge seu valor maximo, minimo ou
sela nesse ponto. E nesse contexto que se encontra esse trabalho, estaremos interessados nesses pontos e
iremos generalizar o conceito de fungdo para familias de fungdes equivalentes o que chamaremos de Germe

de fungoes e estaremos interessados em classificar essas Germes.

METODOLOGIA

A natureza do projeto é de estudo bibliografico, desta forma, no inicio da pesquisa foi solicitado que eu, como
bolsista, buscasse os pré-requisitos essenciais para compreender o assunto as er abordado. Para isso, realizei
uma revisdo bibliogréafica dos contetidos das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, Algebra Linear e
Anadlise na Reta. Além disso, estudei livros que forneceram os fundamentos necessérios para compreender a
Teoria de Singularidades de aplicagoes diferenciaveis, dando assim um embasamento sélido para iniciar o
estudo do conteudo principal. Apds adquirir esses pré requisitos, comecei a me aprofundar no tema da bolsa,
por meio da leitura de artigos indicados pelo orientador, isso permitiu que eu me familiarizasse com a teoria
de Singularidades e suas aplicagdes, dando os primeiros passos no estudo do tema do projeto e
compreendendo sua importancia e discussdes. Durante o desenvolvimento da pesquisa, o orientador também
sugeriu o estudo de materiais que me introduziram ao LaTeX e editores desse formato. Essa etapa foi
fundamental para aprender a produzir textos mais adequados a escrita cientifica, preparando-me para a
producgao de trabalhos académicos. Além disso, tivemos encontros semanais com o orientador, nos quais
discutimos e esclarecemos duvidas sobre os contetidos estudados, bem como acompanhamos as atividades
propostas. Esses encontros foram essenciais para o andamento do projeto e para meu desenvolvimento

académico.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Obtemos as classes de equivaléncia de uma aplicacdo de classe C” definida em aberto R" em R" por meio de

uma mudanca de coordenadas locais, que sdo difeomorfismos locais, no dominio e contradominio. Estudamos

o espaco vetorial real das aplicacdes polinomiais g em R" em R” de grau menor ou igual a k com g(0)=0,

chamamos de espacgo dos k-jatos. Estudamos a classe de todas as aplicagdes que sao iguais a f em U de
germe na origem em U, sendo f a aplicacao e U um aberto onde 0 pertence a U. Sendo o germe f: (R", 0) —
(R", 0), conseguimos obter uma lista parcial das classes de equivaléncia que sdo determinadas a menos de
mudanca de coordenadas em R" com dois germes f e g R equivalentes quando existe um germe de

difeomorfismo h: (R", 0) —» (R", 0) tal que f = g ° h. Classificamos as singularidades isoladas e codimensao
finita. Estudamos a R equivaléncia entre os germes de fungdes complexas, classificamos os germes com
coposto um e codimensao k, classificamos os germes de codimensdo um e zero. Estudamos o primeiro e o

segundo teorema de classificagdo de germes de R. Thom. Estudamos a A-equivalénca de germes do plano no
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plano. Estudamos os germes com 2 jato (x, Xy) e 2- jato (x, 0). Estudamos as drbitas de A-codimensao menor

ou igual a 2 e germes com 2-jato (x, xy) e também estudamos as d6rbitas com 2-jato (x, 0) em T2, 2). Os

teoremas de R. Thom s&o: Para um germe f € mp’ de coposto 1 e codimenséo < 5, a menos de uma soma deu

ma forma quadrética ndo degenerada em n—1 variaveis, f é equivalente a um dos seguintes germes:
(i) %%, se cod f = 2, dobra,

(ii) x* se cod f = 3, clspide,

(iii) x°, se cod f = 4, rabo de andorinha,

(iv) %, se cod f = 5, borboleta.

E o segundo teorema é que todo germe f € m* n de coposto 2 e codimensao < 5 é equivalente, a menos da

soma de uma forma quadratica ndo degenerada em n — 2 varidveis, a um dos seguintes germes:
1. x* —xy* (umbilico eliptico),
2. x* +y° (umbilico hiperbolico) ou

3. Xy +y4 (umbilico parabolico).

CONCLUSOES

A pesquisa realizada alcangou com sucesso o objetivo principal de estudar as singularidades, me
proporcionando uma base sdlida para o aprofundamento futuro no tema. A abordagem meticulosa e a andlise
detalhada do estudo da Teoria das singularidades me permitiu desenvolver uma compreensao abrangente e
critica do assunto, estabelecendo um pré-requisito essencial para estudos avangados. Além disso, a
experiéncia oferecida pelo projeto me possibilitou uma imersao pratica no campo da pesquisa, enriquecida
por discussdes continuas com o orientador. Essas interagoes nao so facilitaram o aprendizado e a aplicagao
de conceitos tedricos, mas também contribuiram para o meu crescimento académico, me preparando para

desafios futuros e promovendo um desenvolvimento mais robusto como estudante e pesquisador.
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