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CAMPOS VETORIAIS DE KILLING SOBRE O ESPACO HIPERBOLICO
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RESUMO

O presente trabalho é resultado de um projeto de iniciacdo cientifica que se refere a campos vetoriais de
Killing (ou simplesmente, campos de Killing) definidos sobre o espago hiperbdlico. De modo geral, campos de
Killing sobre um espago Riemanniano sao campos de vetores que possuem derivada de Lie identicamente
nula. Além disso, os referidos campos de vetores sdo um caso particular de campos conformes, isto €, campos
conformes em que o fator conforme é uma funcao identicamente nula. Importante ainda salientar que os
campos de Killing estdo diretamente relacionados com as isometrias locais e com as curvas geodésicas. O
espaco hiperbdlico, por sua vez, ¢ uma das mais simples e conhecidas formas espaciais, possibilitando um
estudo mais compreensivel para o nivel de Graduacdo. Nesse contexto, foram aplicados conceitos e recursos
de Calculo Diferencial, Integral e Vetorial juntamente com tépicos de Algebra Linear no estudo de campos de
Killing no espago Euclidiano e posteriormente, no estudo de campos de Killing no espago hiperbdlico. Em
vista disso, tornou-se possivel chegar a uma caracterizagdo para uma classe de campos de Killing definidos
sobre o espago hiperbodlico, por meio de uma conhecida caracterizacao dos campos de Killing no espaco
Euclidiano e mudanga conforme de métrica que relaciona diretamente esses dois espagos.
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INTRODUCAO

Os campos de Killing definidos sobre um espaco Riemanniano sao campos de vetores, cuja derivada de Lie da
métrica Riemanniana em sua diregao é um tensor identicamente nulo e nessas circunstancias, a referida
métrica ¢é invariante pelo fluxo do campo de vetores. Por outro lado, os campos de Killing constituem um
interessante caso particular de campos de vetores conformes (ou simplesmente, campos conformes), uma vez
que podem ser interpretados como campos conformes que possuem fator conforme identicamente nulo (cf.
CARMO, 2005 e PETERSEN, 1998).

Vale destacar que, os campos de Killing estdo presentes no estudo de imersdes sobre formas espaciais
(espago Euclidiano, esfera Euclidiana e espago hiperbédlico), bem como em produtos diretos, variedades
homogéneas e superficies de revolucdo. No contexto das formas espaciais, pode-se encontrar varios exemplos
de campos de Killing no espago Euclidiano, na esfera Euclidiana e no espaco hiperbdlico. Destacam-se os
exemplos sobre o espago Euclidiano, obtidos através de campos de vetores afins determinados por matrizes
antissimétricas (cf. CARMO, 2005 e O’NEILL, 1983).

Sobre o espacgo hiperbodlico, que corresponde uma variedade Riemanniana completa que possui curvatura
seccional constante negativa (cf. CARMO, 2005) e uma das principais formas espaciais, pode-se garantir a
existéncia de diversos campos de Killing em decorréncia da sua homogeneidade (cf. O’'NEILL, 1983). Por
outro lado, uma consequéncia do espaco hiperbdlico ser conformemente Euclidiano, é a possibilidade de
estabelecer algumas relagdes que auxiliam no estudo dos campos de Killing, bem como fazer comparacdes

entre propriedades desses campos de vetores nos espacos hiperbdlico e Euclidiano.

METODOLOGIA

A pesquisa realizada no decorrer do projeto teve a duragao de um ano, iniciando em outubro de 2023 e
finalizando em setembro de 2024. Nos primeiros meses, foi feito um estudo sobre as matrizes simétricas e
antissimétricas, visando o estudo dos campos de Killing no espac¢o Euclidiano, correspondendo a aquisicao
dos pré requisitos necessarios para a compreensao dos campos de Killing no espaco hiperbolico. Dessa
forma, durante os meses de setembro de 2023 a margo de 2024, foram estudados contetidos sobre os espagos

Euclidiano e hiperbdlico, bem como estruturas geométricas definidas nesse espago Riemanniano.

Na sequéncia, realizou-se o estudo de campos de vetores gradiente de uma fungao real suave definida no
espaco hiperbolico, partindo da definigdo em termos do gradiente no contexto Euclidiano e seguindo com
exemplos. A mesma metodologia foi empregada para o estudo do divergente de um campo de vetores suave
no espaco hiperboélico em termos do divergente Euclidiano, foi estudado também laplaciano e hessiano de
uma funcao real suave definida no espago hiperbdlico, chegando ao estudo de derivada de Lie de um campo

de vetores suave.

Durante esse primeiro periodo, a metodologia adotada foi a leitura de artigos e trabalhos de conclusdo de
curso, bem como reunides semanais com o orientador, que auxiliaram no esclarecimento de dudvidas,
possibilitando discussdes sobre o contetido e acompanhamento das atividades de um modo geral seguindo
um estudo gradativo previsto no Plano de Trabalho. No segundo semestre do projeto, que contempla o
periodo de abril a setembro de 2023, foram estudados os conteudos referentes apenas ao estudo sobre

campos de Killing no espaco hiperbdlico.
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Dessa maneira, foi possivel construir varios exemplos de campos e Killing no espago hiperbdlico e chegar a
uma caracterizagao parcial dos referidos campos de vetores, partindo de exemplos de campos de Killing no
espaco Euclidiano, bem como de uma conhecida caracterizacao desses campos de vetores e de mudanca
conforme de métrica, que permite relacionar diretamente os espagos Euclidiano e hiperbdlico. No que diz
respeito a elaboragao desse trabalho, reuniu-se o material produzido durante a vigéncia do projeto para

apresentar de forma sucinta as conclusoes obtidas a partir desse estudo.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Estudar os campos de Killing nos permite compreender um pouco mais sobre curvas geodésicas, isometrias
locais, e curvatura escalar dos espagos Riemannianos nos quais estes campos de vetores estao definidos,
além de outras estruturas geométricas (cf. CARMO, 2005, PETERSEN, 1998, TASHIRO, 1965, OBATA e
YANO, 1970). Entretanto, construir exemplos de campos de Killing usando diretamente as suas respectivas
defini¢Oes nao costuma ser uma tarefa muito simples, devido a complexidade da expressdo da derivada de
Lie, mesmo tratando-se do espaco Euclidiano (cf. FERNANDES, SILVA e SILVA FILHO 2022).

Nesse sentido, com os estudos realizados foi possivel formular conjecturas e chegar a algumas conclusoes
sobre os campos de Killing no espago hiperbdlico. Mais precisamente, ao final do estudo, pudemos chegar a
uma caracterizagdo para uma classe de campos de Killing, definidos sobre o espaco hiperbdélico, por meio de
campos de Killing no espago Euclidiano. Em outras palavras, a caracterizacao que chegamos possibilitou

exibir varios campos de Killing definidos sobre o espago hiperbdlico.

A classe de campos que fora construida pode ser representada por meio de matrizes quadradas
antissimétricas, também usadas na caraterizagdo dos campos de Killing definidos no espago Euclidiano.
Basicamente, usa-se esse tipo de matriz para obter campos de Killing no espaco Euclidiano que sob condi¢des
especificas, podem ser restritos ao semi-plano superior do espaco Euclidiano para fornecer campos de Killing

definidos sobre o espaco hiperbdlico.

Por fim, vale destacar ainda que estd sendo desenvolvido um artigo, intitulado por “Revisitando os Campos
Conformes sobre o Espago Euclidiano” (cf. SILVA FILHO, FERNANDES e FELIX, 2024) que reune as
principais conclusdes obtidas ao longo do projeto. Este artigo é uma parceria com o professor orientador e
com a discente Larissa Braga Fernandes, egressa do curso de Licenciatura em Matematica da Unilab, que

atualmente cursa mestrado em Matemaética na Universidade de Séao Paulo - USP.

CONCLUSOES

Diante do exposto, fazendo uso dos conhecimentos mais elementares sobre os campos de Killing definidos no
espaco Euclidiano, conseguiu-se trabalhar as estruturas e conceitos necessarios para o desenvolvimento do
projeto e de acordo com o que foi mencionado anteriormente, o estudo possibilitou que a pesquisa chegasse a
uma caracterizagdes para os campos de Killing no espago hiperbdlico. Além disso, é importante destacar a
contribuicdo no artigo “Revisitando os Campos Conformes sobre o Espaco Euclidiano” (cf. SILVA FILHO,
FERNANDES e FELIX, 2024), que encontra-se em fase de elaboracao.
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