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RESUMO

Em  primeira  análise,  o  objetivo  principal  desse  trabalho  é  fazer  um  estudo  introdutório  sobre  as
singularidades e os seus pontos críticos. As Singularidades matemáticas referem-se a pontos ou situações em
que  uma  função  apresenta  características  incomuns  ou  especiais.  Em  resumo,  são  pontos  onde  o
comportamento da função é distinto ou diverge do padrão esperado. A pesquisa aborda conceitos na área de
cálculo  diferencial  e  integral  I,  II  e  III,  conceitos  esses  como derivadas  parciais,  matrizes  Hessianas,
Jacobianas e conceitos envolvendo séries. A primeira parte, do estudo busca classificar funções e estudar
seus pontos, sendo esses, máximo, mínimo e de sela. Além disso, o projeto busca fazer uma distinção entre
tipos de pontos críticos, classificados em degenerados e não degenerados. Em outra perspectiva, o lema de
Morse surge, e é abordado afim de compreender como seriam os tipos de funções que possuem pontos
críticos e como essas se comportam, busca também encontrar modelos de funções em que os pontos críticos
ocorram. Ademais, vale ressaltar que o estudo das singularidades exige alguns conceitos matemáticos mais
delicados. Em suma, é importante citar que o presente trabalho também contempla a utilização de softwares
matemáticos, como escrita em Latex, ferramentas  que auxiliam na construção de gráficos e geogebra.
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INTRODUÇÃO

A teoria das singularidades é um campo bastante extenso, com aplicações em diversas áreas como física
teórica, geometria de curvas e topologia, sendo uma extensão do cálculo diferencial e integral. Nesse sentido,
durante a disciplina cálculo diferencial I, são introduzidos máximos e mínimos para funções de uma variável,
enquanto no Cálculo III, o estudo avança com o uso de derivadas parciais, permitindo analisar funções de
várias variáveis. Este projeto se aprofunda no estudo de funções com pontos críticos, buscando compreender
sua forma geral. Nesse sentindo, dada uma função bem definida no intervalo de estudo, essa pode ser
descrita e interpretada, dependendo do caso essa pode ser substituída por famílias de funções que ajudem a
facilitar, a sua descrição e seu modelo. Ademais, A classificação dos pontos críticos, se dá inicialmente em
pontos degenerados e não degenerados, com base no cálculo da matriz Hessiana. Por definição a matriz
hessiana 2x2 é uma matriz quadrada composta pelas segundas derivadas parciais de uma função de duas
variáveis. É observável que por definição um pontos é dito crítico se todas as suas derivadas parciais se
anulam.  Por  esse  ângulo,  as  funções  que  possuem  pontos  críticos  não  degenerados  são  totalmente
compreendidas pelo lema de Morse, enquanto as que possuem os degenerados encerram uma análise mais
complexa, envolvendo teoremas adicionais. Assim, o estudo das singularidades oferece uma visão detalhada

sobre o comportamento das funções do tipo f:  ℝn  → ℝ, com f  de C∞.  Vale a observar que a principal

abordagem tratada no presente trabalho, está focada em pontos críticos não degenerado e para ℝ2 → ℝ, ou

seja, um caso particular do lema de Morse, uma vez que esse compreende até o ℝn → ℝ. 

METODOLOGIA

Inicialmente, uma das principais metodologias realizadas foi a de aquisição de pré-requisitos exigidos na
pesquisa, esses de diversas áreas, por exemplo, análise real. Um dos pontos cruciais dessa atividade foi a
leitura de livros adicionais, como o estudo da coletânea de Análise Real do Elon Lages Lima, sendo essenciais
para  entender  conceitos  matemáticos,  como  derivadas,  diferenciabilidade  e  conceitos  envolvendo
continuidades. Além disso, quando necessário, o uso vídeo-aulas complementares sobre assunto proposto.
Por outro ângulo, outra atividade realizada dizia respeito ao exercício e manuseio de escrita em Latex, feita
através  de  estudos  de  artigos  indicados  pelo  orientador  juntamente  de  vídeo-aulas.  Outrossim,  foram
realizados encontros semanais com o orientador. Em tais encontros, eram tiradas dúvidas a respeito do tema
estudado e problemáticas que surgiam ao longo da pesquisa. Ademais, nos encontros, também eram vistos
assuntos complementares da pesquisa. No estudo, foram utilizados artigos acerca da pesquisa e explicações
no quadro branco em sala de aula. Houve  também, dentro da metodologia do orientador, uma incitação para
a aprendizagem e construção de gráficos na linguagem Latex/tikz.

RESULTADOS E DISCUSSÃO

Um dos primeiros resultados alcançados diz respeito à classificação de pontos críticos, esses feitos entre
degenerados e não degenerados. Essa classificação se dá através dos cálculos do determinante da matriz
conhecida como Hessiana, se o det H = 0, o ponto crítico é degenerado, se det H ≠ 0, não é degenerado. Um

exemplo para funções de duas variáveis seria, f: ℝ2 → ℝ, tal que:

         f(x,y) = x2 + y2 ;
        ∇ f = ⟨ 0, 0 ⟩.
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⟨ ∂f/∂x , ∂f/∂y ⟩ = ⟨0,0⟩ ⇔ ⟨2x,2y⟩ = ⟨0,0⟩.
Temos assim que x=0 e y=0. Dessa maneira, temos que o ponto crítico é (0,0). Ao realizarmos o cálculo dá
matriz  hessiana concluímos que essa  função possuí  um ponto  não degenerado.  Dando continuidade,  a
primeira classificação relevante se relaciona à pontos críticos não degenerados. Nesse viés, O Teorema de

Morse afirma que seja u ∈ ℝn um ponto crítico de tipo não degenerado da função f: ℝn → ℝ  de classe C∞.

Então existe uma mudança de coordenadas ψ: U→ℝn, onde U é uma vizinhança do ponto em questão, tal que f
composta ψ:U→ ℝ é dada por,

 

(foψ)(u)=f(u) - y1
2 - y2

2 -...-yl
2+y2

l+1  + ...+y2
n  ,∀  y=(y1,...,yn) ∈ U  , 1≤ l ≤ n.

Com alguns lemas, foi possível classificar famílias de funções, ou seja, foi possível descrever os possíveis
formatos das funções apenas utilizando a função inicial e aplicando os conceitos de Morse. Desse modo, foi
possível concluir que na vizinhança de "f" existem funções que conseguimos usar para compreendê-la sem a
perda  das  propriedades  estudadas.  Assim,  foi  possível  encontrar  através  dessas  famílias  de  funções
determinados modelos possíveis para quando "f" possuir com pontos críticos não degenerados. Para o caso

n=2, temos sem perda das propriedades que seja o ponto u, tal que u ∈ ℝ2  o seu ponto crítico supostamente
será u=(0,0).Logo, como u é  ponto crítico da função  suas derivadas parciais de primeira ordem são zero, ou
seja, ∂f/∂x = ∂f/∂y= 0 em (0,0). Dando continuidade, quando tomamos a série de Taylor desenvolvemos até
sua segunda ordem e fazendo as  devidas  considerações  vamos chegar  que nossas  funções  podem ser
descritas como:

(x,y) → d+ X2 +Y2 ;1.

(x,y) → d+ X2 - Y2;2.

(x,y) → d-X2 - Y2  . 3.

Onde d é f(0,0) e X e Y são as por assim dizer as funções de substituição. Além disso, Em um segundo
momento, é possível mostrar uma classificação semelhante para os pontos críticos degenerados, mas esses
exigiram conceitos diferentes, mas de certa maneira, é possível achar famílias de funções e seus respectivos
modelos são do tipo: 
 

(x,y) → x3 +xy2 ;1.

(x,y) → x3 + y3;2.

(x,y) → x2y+y4 .3.

Em geral, trabalhar em ambientes do tipo  f: ℝ2 → ℝ  de classe C∞, é mais simples, pois nesse temos a
possibilidade de observar os gráficos. Porém, os lemas e teoremas abordados no projeto estão bem definido

para o ℝn, com C∞. 
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CONCLUSÕES

Em conclusão, o projeto se propôs fazer um estudo a respeito das singularidades matemáticas, expandindo o
entendimento sobre pontos críticos em funções, como máximos, mínimos e pontos de sela. A pesquisa explora
a aplicação de conceitos fundamentais de cálculo diferencial e integral, como derivadas parciais e matrizes
Hessianas, para classificar e analisar esses pontos, diferenciando entre pontos críticos degenerados e não
degenerados, com o suporte do lema de Morse para casos não degenerados. A distinção entre os tipos de
singularidades revela a complexidade do estudo, exigindo ferramentas matemáticas mais avançadas e um
profundo entendimento teórico. Além disso, vale ressaltar que o uso de softwares matemáticos, como LaTeX
e GeoGebra, complementou a pesquisa, permitindo a construção de gráficos e representações visuais. O
projeto também envolveu a aquisição de pré-requisitos importantes por meio da leitura de textos adicionais e
a  realização  de  encontros  semanais  com  o  orientador  para  discussões  e  aprofundamento  em  temas
complementares. Ao final, o estudo das singularidades se apresenta como uma extensão natural do cálculo
diferencial, com vastas aplicações em diversas áreas, consolidando assim sua relevância e vastidão no campo
matemático. Em suma, houve satisfação com os resultados alcançado, tanto por parte do aluno quanto por
parte do orientador, visto que o projeto conseguiu atingir seus objetivos iniciais e fornecer uma contribuição
relevante para o estudo das singularidades em especial para funções de duas variáveis. O desenvolvimento
de famílias de funções a partir dos conceitos de Morse resinifica o estudo e abre novas possibilidades de
exploração, especialmente em áreas que envolvem pontos críticos degenerados e suas classificações. 
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