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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar e resolver alguns problemas classicos em geometria diferencial com o uso
do método das variagdes, também conhecido como cédlculo das variagdes, que surgiu da tentativa de
matematicos ao longo dos anos de generalizar a teoria de maximos e minimos do Célculo Diferencial para
fungdes cujo dominio consistisse em certos conjuntos de curvas ou fungdes. Os problemas classicos propostos
sdo: encontrar a curva com a menor distdncia entre dois pontos em uma superficie, cuja solugao é uma curva
geodésica; encontrar entre as superficies de revolugdo com bordo paralelo qual possui area minima, cuja
solucdo ¢ a catenoide; encontrar entre as curvas fechadas e simples em R? de comprimento fixo a que possui
a maior 4rea, cuja solugdo ¢ o circulo, esse problema também é conhecido como Problema Isoperimétrico.
Em esséncia, os problemas lidam principalmente com a determinagdo de pontos criticos e a obtencao de
maximos ou minimos de funcionais, restritos a determinadas condicdes, que dependem do problema
abordado.
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INTRODUCAO

Este projeto empreendeu a exploragao e resolucdo de problemas cléssicos dentro da Geometria Diferencial
de curvas e superficies, empregando o Célculo das Variagées como principal instrumento analitico. Como
mencionado por Barbosa (1975), o Calculo das VariacoOes se origina das tentativas de matematicos ao longo
dos anos de estender a teoria de maximos e minimos do Célculo Diferencial a funcdes cujo dominio fosse
definido por certos conjuntos de curvas ou fungdes. Em sua esséncia, essa area concentra-se na
determinacdo de pontos criticos e na obtengao de valores maximos ou minimos de funcionais, todos restritos
a condigbes especificas, em um espago M, que pode ser um espago de fungdes, espago de curvas, entre
outros, com valores resultantes em R. Tipicamente, esses funcionais sdo expressos como integrais que
dependem de uma variavel, de uma fungdo dessa variavel e de suas derivadas. Os irmdos Jacques e Johann
Bernoulli desempenharam um papel fundamental no surgimento e desenvolvimento do Calculo das Variagoes.
Em 1696, Johann Bernoulli propos o célebre problema da braquistécrona, que busca encontrar a curva que
minimiza o tempo de queda de um objeto sob a influéncia exclusiva da gravidade, entre dois pontos em um
plano vertical. Por sua vez, Jacques Bernoulli apresentou o problema das figuras isoperimétricas, que visa
identificar uma curva simples e fechada, com perimetro fixo, capaz de maximizar a area delimitada por ela. O
problema da braquistdcrona inspirou varios matematicos notaveis, incluindo Isaac Newton, Gottfried Leibniz,
Ehrenfried von Tschirnhaus, Guillaume de L'Hopital e o préprio Jacques Bernoulli, a apresentarem solugoes
originais, todas culminando na solugdo em forma de cicloide.

Ao longo do desenvolvimento do Célculo das Variagdes, esta area revelou-se uma poderosa ferramenta para
resolver uma ampla gama de problemas geométricos, abrangendo desde o nivel basico de Geometria
Diferencial de curvas e superficies até desafios de nivel avangado em Geometria Riemanniana. Inumeros
problemas de interesse na Geometria Diferencial de Curvas e Superficies podem ser tratados com eficacia
por meio do método do Célculo das Variagoes.

Neste contexto, o presente projeto se desdobrou em duas etapas distintas, cada uma com sua respectiva
metodologia e foco. A primeira fase concentrou-se na aquisicao dos fundamentos teéricos da geometria
diferencial aplicada a curvas e superficies, incluindo topicos como continuidade e a nogdo peculiar de
“diferenciabilidade” de um funcional em conjuntos de fun¢des. Durante esta fase, foram estabelecidas as
ferramentas essenciais para a abordagem de problemas por meio do Céalculo das Variagdes, destacando-se o
critério de Jacob, o teste de Legendre e a equagao de Euler-Lagrange como os principais instrumentos
utilizados para a resolucao de problemas de busca por extremos.

Na segunda etapa, o projeto evoluiu para uma abordagem mais pratica, que ocorreu durante o segundo
semestre da bolsa de pesquisa. Durante essa fase, as reunides semanais foram transformadas em seminarios
conduzidos pelo orientando, nos quais foram apresentados os resultados obtidos apds semanas de estudo e
aplicagado das técnicas previamente adquiridas na primeira etapa. Essas apresentacoes englobaram a
resolugdo de problemas classicos de otimizagdo na geometria, demonstrando a eficicia das técnicas do

Calculo das Variagoes na solucdo desses desafios.

METODOLOGIA

A abordagem metodoldgica seguida neste projeto foi bastante convencional. O bolsista estudava e pesquisava
nos materiais disponiveis na literatura base do projeto e, nos encontros semanais, era apresentado os
resultados ao orientador. Como mencionado anteriormente, o projeto pode ser divido em duas fases distintas:

a primeira, de natureza mais tedrica, e a segunda, que ocorreu durante o segundo semestre da bolsa e
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concentrou-se na aplicagdo das técnicas previamente adquiridas na primeira fase.

Como era de se esperar, cada uma dessas etapas demandou uma abordagem metodoldgica distinta. Durante
o0 primeiro semestre, o processo consistiu em estudar os conteudos dos livros e e-books que forneceram os
fundamentos sobre geometria diferencial de superficies e, posteriormente, sobre Célculo Variacional. Nas
reunides semanais, o bolsista levava as dividas ao orientador, que me indicava recursos para encontrar

esclarecimentos ou fornecia orientacoes diretas.

Na segunda fase, os encontros semanais assumiram a forma de semindrios que era preparava e apresentado
ao orientador. Durante esses semindarios, era compartilhado os resultados de uma ou duas semanas de
estudos. Em geral, essas apresentagdes consistiam na resolucdo de problemas classicos de otimizacdo na

geometria, aplicando as técnicas aprendidas no Célculo Variacional.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Inicialmente, estabelecemos as ferramentas que seriam utilizadas para abordar problemas com técnicas do
Célculo Variacional. As principais ferramentas que empregamos foram o critério de Jacob, o teste de
Legendre e a equagdo de Euler-Lagrange. Em geral, para resolver problemas de busca por extremos,
seguimos essa sequéncia de métodos, que se assemelha ao processo de encontrar extremos em fungdes de
uma unica variavel, passando pela andlise de continuidade, teste da primeira derivada e teste da segunda
derivada.

Durante a maior parte do projeto, concentramo-nos na resolucao de problemas que envolviam a busca por
extremos, que na maioria das situagoes eram minimos. Para isso, utilizamos a equacdo de Euler-Lagrange, ou
variacoes dela, dependendo da abordagem mais adequada. No entanto, como mencionado anteriormente,
alguns critérios prévios precisavam ser verificados antes de aplicar essas técnicas.

Nessa ultima etapa, abordamos os seguintes problemas: curva que minimiza a distancia entre dois pontos,
nesse problema foi necessario estabelecer um funcional que nos dé distancia entre os dois pontos em fungao
de uma tUnica variavel, esse funcional conecemos desde o calculo 1. Em seguida utilizamos a equacao de
Euler-Lagrange apoés verificar a critério de Jacob, por altimo usamos o teste de Legendre. Para nédo se
estendender sem necessidade, elencarei os outros problemas que resolvemos com o mesmo método, com
poucas variagdes equivalentes da dita equagao: encontrar a superficie de revolugdao que minimiza a area,
resolvemos também umas das versdes do problema isoperimétrico, o problema da braquistécrona e
tautécrona. Esses problemas envolvem a otimizagdo em termos geométricos. Como ja sabemos, para todos
esses casos, podemos estabelecer funcionais em fungao da variavel, da fungao e de sua derivada. Tratarei de

modo mais direto, mostrando cada passo dos célculos, na apresentacdo da semana universitaria.

CONCLUSOES

Este projeto mergulhou na area de Geometria Diferencial de curvas e superficies, empregando o método do
Calculo das VariagOes para resolver uma série de problemas classicos. Como parte fundamental da historia
matematica, o Célculo das Variagoes, cujas raizes remontam aos irmdos Bernoulli e suas famosas questoes da
braquistocrona e das figuras isoperimétricas, tem se mostrado uma ferramenta poderosa para abordar uma
ampla gama de problemas geométricos. Desde o célculo da menor distancia entre dois pontos até a busca

pela superficie de area minima, este campo oferece insights profundos e solugdes elegantes.
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Ao longo deo projeto é tracado um caminho metodolégico que se desdobrou em duas fases distintas. Na
primeira fase, concentra-se na construcdo dos alicerces teéricos, explorando conceitos como continuidade e
diferenciabilidade de funcionais em conjuntos de funcdes. As ferramentas fundamentais do critério de Jacob,
teste de Legendre e equacao de Euler-Lagrange emergiram como nossos principais aliados na busca por
extremos. A segunda fase, mais pratica, viu a aplicacdao dessas técnicas por meio de semindarios e
apresentagoes dos resultados. Solucionar problemas classicos de otimizacdo na geometria, como a busca por

superficies minimas de revolucdo, demonstrou a eficacia do Calculo das Variagdes em agao.
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