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CAMPOS HOMOTETICOS GRADIENTES SOBRE O ESPACO EUCLIDIANO
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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo abordar os campos de vetores homotéticos (ou simplesmente, campos
homotéticos) definidos sobre o espago Euclidiano com destaque para o caso particular dos campos
homotéticos gradientes, que foram estudados durante a realizagdo de um projeto de iniciagdo cientifica. Em
contexto mais amplo, campos homotéticos sobre um espa¢o Riemanniano sdo campos de vetores, cuja
derivada de Lie da métrica Riemanniana é um miultiplo escalar da referida métrica e como esta relacdo
remete as homotetias, por analogia, estes campos de vetores sdo designados campos homotéticos. Deve-se
ressaltar que a presenca de campos homotéticos em um espac¢o Riemanniano possibilita a aquisi¢ao de
informacgodes sobre sua curvatura escalar, bem como perrmite a identificacdo e/ou caracterizagao de espacgos
Riemannianos munidos com determinados tipos de campos homotéticos. Como exemplo, devemos lembrar
que espac¢os Riemannianos completos munidos com campos homotéticos gradientes néo Killing sédo
isométricos ao espacgo Euclidiano. Além disso é relevante enfatizar que esses campos de vetores estabelecem
conexoes interessantes com outras estruturas geométricas, tais como curvas geodésicas e isometrias locais.
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INTRODUCAO
Os campos de vetores homotéticos (ou simplesmente, campos homotéticos) definidos sobre um espaco

Riemanniano sdo campos de vetores suaves, cuja derivada de Lie da métrica Riemanniana na sua direc¢do
corresponde a um multiplo escalar da métrica supracitada. Nessas condiges, pode-se afirmar que os campos
homotéticos remetem a um importante caso particular dos campos de vetores conformes (ou simplesmente,
campos conformes) que possuem como fator conforme uma funcao real constante (SILVA FILHO, 2016 e
2018).

Nesse contexto, tem-se como principal objetivo o estudo dos campos homotéticos definidos sobre o espago
Euclidiano, especialmente os campos homotéticos gradientes, na perspectiva de fazer uma abordagem mais
elementar que a comumente encontrada na literatura, basicamente utilizando Algebra Linear (BUENO, 2006
e LIMA, 2014) e Calculo Vetorial (GUIDORIZZI, 2002) no espago Euclidiano. Deve-se ainda lembrar que no
espaco Euclidano encontram-se diversos exemplos de campos homotéticos gradientes, conforme verifica-se
nos trabalhos de Pigola, Rimoldi e Setti (2011) e Fernandes, Silva e Silva Filho (2022).

Destaca-se ainda que em virtude do Lema de Poincaré (cf. LEE, 2002), segue que todo campo conforme
fechado definido sobre espacos Riemannianos simplesmente conexos é necessariamente um campo
homotético gradiente, em particular esta conclusédo é vélida para o espago Euclidiano. Além disso, todo
campo homotético definido sobre o espago Euclidiano pode ser decomposto como soma de um campo
homotético gradiente com um campo de Killing (cf. SILVA FILHO, 2018), que nos fornece uma caracterizacdo

dos campos homotéticos definidos sobre o espago Euclidiano.

METODOLOGIA

Inicialmente, deve-se esclarecer que o estudo dos campos homotéticos gradientes definidos sobre o espaco
Euclidiano corresponde a um dos Planos de Trabalho do Projeto de Pesquisa, intitulado por “Campos
homotéticos sobre o espaco Euclidiano”. Este Plano de Trabalho foi desenvolvido, no periodo que inicia em
setembro de 2022 e finaliza em agosto de 2023, pelos discentes Larissa Braga Fernandes nos 05 (cinco)
primeiros meses e Luan Silva Nogueira nos ultimos 07 (sete) meses de vigéncia do projeto supracitado.

No que respeito a realizagdo das atividades, foi feita uma revisdao para aquisicdo dos pré-requisitos
necessarios, correspondente ao estudo de Célculo Diferencial, Integral e Vetorial, bem como o estudo de
alguns tépicos de Algebra Linear que contemplam espacos vetoriais, transformacdes lineares, produto
interno e norma, seguido de uma revisdo bibliografica sobre campos homotéticos definidos sobre o espago
Euclidiano, incluindo alguns elementos de Geometria Riemanniana restritos ao espa¢o Euclidiano (CARMO,
2005 e PETERSEN, 1998).

Na etapa final, estudou-se especificamente os campos homotéticos definidos sobre o espago Euclidiano, na
perspectiva de caracterizé-los e descrevé-los explicitamente, primeiro em termos da sua funcdo potencial e
posteriormente em termos das componentes com relacdo ao referencial ortonormal candénico. Mais
precisamente, foi deduzida uma conhecida expressao polinomial que descreve todas as possiveis fungdes
potenciais de campos homotéticos definidos sobre o espago Euclidiano (cf. PIGOLA, RIMOLDI e SETTI, 2011)
e como consequéncia, uma expressao geral que descreve os campos homotéticos gradientes definidos no

espaco Euclidiano.
RESULTADOS E DISCUSSAO
Estudar os campos homotéticos nos permite obter informagdes sobre a curvatura escalar de espacos

Riemannianos que admitem esse tipo de campo de vetores, conforme relacao estabelecida no trabalho de
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Obata e Yano (1970) entre um campo conforme arbitrario, seu fator conforme e a curvatura escalar do
espaco Riemanniano (cf. Lema 1 em SILVA FILHO, 2018). Por outro lado, sabe-se que espacos Riemannianos
completos munidos com um campo homotético gradiente nao Killing sdo isométricos ao espago Euclidiano,

conforme verifica-se no Teorema 2 de Tashiro (1965).

Sabendo ainda da dificuldade pratica de construir exemplos de campos homotéticos, estudou-se os campos
homotéticos definidos sobre o espago Euclidiano, chegando a uma conhecida descrigao dos campos
homotéticos gradientes a partir da sua fungao potencial. Basicamente, deduziu-se uma conhecida expressao
polinomial que descreve as possiveis fungées potenciais de campos homotéticos gradientes e a partir desta
expressao, foi possivel obter uma expressédo explicita que descreve todos os possiveis campos homotéticos no

espaco Euclidiano.

CONCLUSOES

Diante da escassez de materiais que abordam os campos conformes restritos ao espaco Euclidiano e da
dificuldade pratica de construir exemplos de campos homotéticos, aplicamos conhecimentos mais
elementares sobre Algebra Linear e Célculo Vetorial para estudar os campos homotéticos gradientes
definidos no espaco Euclidiano, verificando suas principais propriedades, dentre outras informacgoes
conhecidas na literatura em contextos mais gerais que o apresentado nesse trabalho. Para além disso, o
estudo dos campos homotéticos gradientes definidos no espaco Euclidiano nos permitiu ainda deduzir uma
conhecida caracterizacao dos referidos campos de vetores a partir da funcao potencial. Mais precisamente,
foi possivel caracterizar tais campos homotéticos através de uma conhecida expressao polinomial que
descreve as possiveis fungdes potenciais de campos homotéticos gradientes definidos sobre o espaco
Euclidiano, que por sua vez, permite obter uma expressdo geral que descreve os campos homotéticos
gradientes definidos sobre o espago Euclidiano em termos das funcoes coordenadas relativas ao referencial

ortonormal canoénico.
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