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CAMPOS DE KILLING SOBRE O ESPACO EUCLIDIANO
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RESUMO

O presente trabalho é fruto de um projeto de iniciagdo cientifica e versa sobre campos de Killing definidos
sobre o espago Euclidiano, que correspondem a um importante caso particular de campos homotéticos. Deve-
se ressaltar que os campos homotéticos representam um caso particular dos campos de vetores conformes
(ou simplesmente, campos conformes), visto que campos homotéticos sao campos conformes que possuem
fator conforme constante. Destaca-se que o estudo foi realizado sobre o espago Euclidiano com o intuito de
conceder uma perspectiva mais acessivel, isto ¢, mais compreensivel para o nivel de Graduac¢do, uma vem
que a abordagem comumente encontrada na literatura, aborda espacos Riemannianos (ou variedades
Riemannianas) em geral. Dessa maneira, a abordagem adotada no projeto, basicamente, aplicou contetdos
de Algebra Linear juntamente com Calculo Diferencial, Integral e Vetorial, que sdo pré-requisitos
fundamentais e indispensaveis para este estudo. Diante do exposto, tornou-se possivel com os pré-requisitos
supracitados, chegar a uma caracterizacdo dos campos de Killing definidos sobre o espaco Euclidiano através
de uma representacao matricial.
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INTRODUCAO

Um campo de Killing definido sobre um espaco Riemanniano consiste de um campo de vetores suave, cuja
derivada de Lie da métrica Riemanniana em sua direcdo € identicamente nula. Em outras palavras, pode-se
afirmar que um campo de Killing é simplesmente um campo homotético que possui fator conforme
identicamente nulo (CARMO, 2005 e SILVA FILHO, 2016). Observa-se ainda que os campos homotéticos
correspondem a um interessante caso particular dos campos conformes, visto que campos homotéticos
correspondem a campos conformes com fator conforme constante (SILVA FILHO, 2016 e FERNANDES,
SILVA e SILVA FILHO 2022).

No espaco Euclidiano encontram-se diversos exemplos de campos homotéticos e campos de Killing, verifica-
se, por exemplo, que todo campo conforme gradiente definido sobre o espaco Euclidiano é necessariamente
homotético (PIGOLA, RIMOLDI e SETTI, 2011). Nesse espaco, verifica-se que os conceitos associados a
campos de Killing tornam-se bem mais elementares, possibilitando uma abordagem mais voltada ao estudo
de operadores lineares definidos no espago Euclidiano e Célculo Vetorial sobre o espago Euclidiano
(FERNANDES, SILVA e SILVA FILHO 2022).

Finalmente, deve-se salientar que campos de Killing definidos sobre o espago Euclidiano podem ser
relacionados com os operadores lineares anti-autoadjuntos definidos no espacgo Euclidiano (BUENO, 2006,
LIMA, 2014 e CARMO, 2005). De outra forma, verifica-se que campos de Killing estao diretamente
relacionados a campos lineares definidos por matrizes anti-simétricas, visto que campos lineares definidos
por uma matriz € um campo de Killing se, e somente se, esta matriz for anti-simétrica (CARMO, 2005). Mais
geralmente, podemos ainda relacionar quaisquer campos de Killing com campos lineares supracitados e

operadores lineares anti-autoadjuntos definidos no espaco Euclidiano.

METODOLOGIA

A pesquisa realizada no decorrer do projeto teve a duracdo de um ano, iniciando em outubro de 2022 e
finalizando em setembro de 2023. Nos primeiros meses, foi feito um estudo correspondente a aquisigao dos
pré-requisitos necessérios para a compreensdo dos campos conformes e em especial, para a compreensdo
dos campos de Killing. Dessa forma, durante os meses de outubro de 2022 a marco de 2023, foram estudados
funcdes de varias variaveis reais a valores vetoriais, campo de vetores (ou campo vetorial), gradiente,
rotacional, divergente, limites e continuidades, derivadas parciais e integrais duplas, mudanca de variavel,
produto interno, norma, bases ortogonais e ortonormais, projegdes ortogonais, adjunta de uma aplicacao
linear, isomerias e por fim operadores lineares.

Durante esse primeiro periodo, foi realizada uma revisao bibliografica dos conteudos anteriormente
mencionados, usando livros, artigos e trabalhos de conclusdao de curso, bem como contando com o
acompanhamento de video-aulas e resolucao de exercicios, seguindo um estudo gradativo previsto no Plano
de Trabalho. Alguns contetdos puderam ser melhor aprofundados, visto que constavam nas ementas das
disciplinas de Céalculo Diferencial e Integral III e Introducéo a Algebra Linear, cursadas por mim no mesmo
periodo de vigéncia do projeto. Nesses seis primeiros meses, foram realizadas reunides semanais com o
orientador, que auxiliaram no esclarecimento de duvidas, possibilitaram discussdes sobre o contetudo e
acompanhamento das atividades de um modo geral.

No segundo semestre do projeto, que contempla o periodo de abril a setembro de 2023, foram estudados os
contetdos referentes a campos conformes no espac¢o Euclidiano, incluindo campos de vetores, gradiente,

divergente, colchetes de Lie, hessiano, derivada de Lie e campos de Killing, dentre outras importantes
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estruturas geométricas. Estes contelidos foram trabalhados por meio de exposigées minhas e do orientador,
realizagdo de exercicios e estudo de notas de aula fornecidas pelo orientador, uma vez que a abordagem
comumente encontrada na literatura refere-se a espacos Riemannianos (ou variedades Riemannianas),

praticamente inviavel para ser trabalhado a nivel de Graduagéao.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Estudar os campos homotéticos (em particular, os campos de Killing) nos permite compreender um pouco
mais sobre isometrias locais, curvas geodésicas e curvatura escalar dos espagos Riemannianos nos quais
estes campos de vetores estdo definidos, dentre outras estruturas geométricas (CARMO, 2005, PETERSEN,
1998, TASHIRO, 1965, OBATA e YANO, 1970). No entanto, construir exemplos de campos homotéticos e
campos de Killing usando diretamente as suas respectivas definicées ndo é vidvel, visto que resolver a
equacgao de Killing ndo costuma ser uma tarefa muito simples, devido a complexidade da expressdo da
derivada de Lie, mesmo tratando-se do espago Euclidiano (FERNANDES, SILVA e SILVA FILHO 2022).

Nesse sentido, estudamos uma importante caracterizacdao dos campos de Killing definidos sobre o espaco
Euclidiano, baseada na relagdao desses campos de vetores com os operadores lineares e com as matrizes anti-
simétricas (BUENO, 2006 e LIMA, 2014). Mais precisamente, verifica-se que campos lineares definidos por
uma matriz corresponde a um campo de Killing se, e somente se, esta matriz é anti-simétrica (CARMO,
2005). Convém ressaltar que quaisquer campos de Killing definidos no espago Euclidiano podem ser
caracterizados através de campos lineares definidos por uma matriz anti-simétrica, ou equivalentemente,

podem ser caracterizados através de operadores lineares anti-autoadjuntos.

CONCLUSOES

Diante da generalidade das abordagens comumente encontradas sobre os campos de vetores conformes (ou
simplesmente, campos conformes) e da dificuldade de construir exemplos de campos de Killing, utilizamos
conhecimentos bem mais elementares sobre Algebra Linear e Calculo Diferencial, Integral e Vetorial para
estudar os campos de Killing definidos sobre o espaco Euclidiano, verificando as principais propriedades
desses campos de vetores, dentre outras informagoes vélidas para espagos Riemannianos de um modo geral.
Além disso, de acordo com o que foi mencionado anteriormente, o estudo nos possibilitou que a pesquisa
chegasse a uma interessante caracterizagdo, ja conhecida na literatura, dos campos de Killing definidos
sobre o espaco Euclidiano. Mais especificamente, podemos caracterizar tais campos de Killing por meio de
uma representacdo matricial que permite escrevé-los em termos de campos lineares definidos por uma matriz
anti-simétrica, ou equivalentemente, podemos escrever os campos de Killing definidos sobre o espago

Euclidiano em termos de operadores lineares anti-autoadjuntos.
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