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RESUMO

No presente trabalho nos propusemos a trabalhar na compreensao e elaboracao de uma derivacao rigorosa
da equacao de onda unidimensional de uma corda vibrante partindo da necessidade identificada nos livros de
fisica da graduacgao, pois que, a equacao do movimento de uma corda, que sob certas condigées pode ser
aproximada pela equacdo da onda, é deduzida usando o formalismo infinitesimal, que ndo é bem definido no
calculo convencional. Essa abordagem pode nédo ser bem aceita por estudantes preocupados com o rigor
matematico. Neste trabalho, apresentamos uma prova rigorosa para a equagao do movimento de uma corda
vibrante usando o célculo convencional. Notamos que a equac¢do de onda obtida em nossa abordagem tem
tanto uma tensao quanto uma forca externa que depende da posicao e do tempo. Uma discussao foi feita ao
longo da deducdo para detalhar as diferencas entre a abordagem via infinitesimais e via calculo
convencional. por conseguinte, ao longo do programa buscamos incessantemente a conclusdo exitosa do que
foi proposto e conseguimos ao final do programa compreender de maneira ampla a proposta do artigo, sua
fundamentacdo tedrica, buscando fundamentos matematicos além do programa de nivel de graduacao do
curso de Fisica e tendo que ao final resolver mais dois problemas com finalidade de verificar a consisténcia
da equacgao deduzida, sendo que o segundo problema criado serviu para determinar a solucdo geral da
equacao do movimento com a forga externa sendo nula, com densidade que dependia linearmente da posicdao
e sujeita a uma tensao constante, e o terceiro problema era similar ao segundo, mas desta vez, tanto a
densidade como a tensdo variavam linearmente na posicao e tempo respectivamente.
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INTRODUCAO

O processo de D’Alembert de derivar a equacdo de movimento da corda foi baseado em conceitos fisicos
iniciais em meios continuos, que era uma abordagem usual, ja que o formalismo do célculo moderno ainda
ndo estava bem estabelecido. O proprio Newton usou o formalismo infinitesimal em seus primeiros trabalhos,
mas depois substituiu por ideias com melhor fundamento l6gico. Leibniz, por outro lado, formulou as regras
de funcionamento para o formalismo diferencial, sem provas, porém nunca encontrando uma defini¢do
satisfatoria para uma. Hoje, embora os diferenciais sejam definidos de forma rigorosa em céalculo néo
padronizado, essa definigdo raramente é usada em cursos de graduagao em fisica. Muitos livros de fisica de
graduacdo usam o formalismo diferencial de forma heuristica para derivar muitas equagdes fisicas, por
exemplo, a equacdo de movimento para uma corda vibrante. Isso pode ser uma fonte de alguma frustracao
para aqueles alunos que consideram uma abordagem matemética mais fundamental para o raciocinio fisico.
Neste artigo mostramos uma derivacdo rigorosa da equacao de onda para uma corda vibrante usando o
calculo padrao que geralmente é estudado em qualquer curso de graduagao em fisica. Além disso, nossa
demonstragao esclarece algumas aproximagdes normalmente feitas em livros de fisica e, para uma descricao

mais precisa, obtém-se uma equacdo de movimento mais geral para uma corda vibrante

METODOLOGIA

Usamos o calculo padrdo que geralmente é estudado em qualquer curso de graduacao em fisica, por
intermédio de uma pesquisa bibliogréfica, da busca de autores que debrucaram sobre o tema, Além disso,
buscamos demonstrar que nossa equacao esclarece algumas aproximacdes normalmente feitas em livros de
fisica e, para uma descrigao mais precisa, obtém-se uma equacdo de movimento mais geral para uma corda
vibrante. No presente trabalho consideramos um sistema onde a massa é distribuida continuamente ao longo
de uma curva, e para descrever um meio continuo é conveniente reescrever a segunda lei da mecanica de

Newton para um sistema de particulas como mostra a imagem.

) dzr.
F = mi——
i L aez

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

A massa é dada pela densidade linear da curva.
m; = [ A()di
;= fie; A0
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Rescrevendo a segunda lei de Newton.

acr .. R
F= ﬁ(l, t)A(1) di
i€j
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Definimos a tensdo, como sendo a forca que parte da corda com coordenadas maiores que x e puxa a outra
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parte

T(x,t) =T(x,t)t(x,t)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Definimos o vetor unitario da tensao

T(xt) _ 1 1 dulx,t)
1+(aua[$,tj) ( dx )

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Fizemos o somatodrio de forgas que atuam no sistema.

x+Ax .
F=T(x )t(xt) — T(x )t t) +  (DAX) dx

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Vimos que a tensdo ndo depende da posicdo e usamos o teorema do valor médio para as integrais

encontradas

RESULTADOS E DISCUSSAO
Ao apresentar uma dedugao mais rigorosa do movimento de uma corda vibrante, foi possivel aprofundar o

entendimento do movimento de uma onda transversal que se propaga ao longo de uma corda. Foram
demonstradas as duas equacgoes que sdao mais gerais do que as equacoes usualmente deduzidas nos cursos de

graduacao em fisica, apresentada na imagem.

T{.I‘f.'} azﬂ. . azu
f duxn? dx? (X' f) + F(_’Jf, t] T (X, t)ﬂ.(){)
R 1 ( ax )

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Tomando a derivada da fungao em relagao ao x, temos que a seguinte aproximacao é valida, pela imagem.

e du(ety?
a(x,t) <<1—>\]1+( ™ ) = |

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Por final, chegamos a equacdo da onda unidimensional de uma corda vibrante apresentada na imagem.

T 2% (1) + Fx, 1) = 20 22 (x,1)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)
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E importante notar que tanto a tensdo obtida quanto a forca externa dependem da posicdo e do tempo.
Também podemos notar que em nossa dedugao a densidade linear da corda é dependente da posicao, o que
nos permite estudar sistemas onde a densidade linear depende da posi¢do. A aproximacgao correta da nossa
equacdo da onda unidimensional em uma corda vibrante também ¢é util para determinar a validade da

equacao de onda. Por fim, essa dedugao também pode ser usada para exercitar técnicas de fisica-matematica

CONCLUSOES

Ao apresentar uma dedugao mais rigorosa do movimento de uma corda vibrante, foi possivel aprofundar o
entendimento do movimento de uma onda transversal que se propaga ao longo de uma corda. Foi
demonstrada a equacdo da onda que é a mais geral do que a equacdo usualmente deduzida nos cursos de
graduacdo em fisica. E importante destacar que tanto a tensdo obtida quanto a forca externa dependem de x
e t. Também podemos notar que em nossa deducéo a densidade linear da corda é dependente de X, 0 que nos
permite estudar sistemas onde a densidade linear depende da posicdao. A aproximacgao feita do movimento na
vertical por ser muito pequeno e desprezivel também é 1til para determinar a validade da equacdo de onda.

Por fim, essa dedugao também pode ser usada para exercitar técnicas de fisica-matematica
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