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RESUMO

A teoria de singularidade se coloca naturalmente no estudo de fung¢des reais a uma varidvel no curso de
calculo I, onde é visto como descrever estas fungdes partir dos seus pontos criticos, que sdo aqueles onde a
primeira derivada se anula. Este trabalho é parte do projeto de iniciagdo cientifica BICT/FUNCAP que
objetiva dar uma base soélida ao aluno sobre o conceito de singularidades de aplicagoes diferenciaveis a partir
do conceito de célculo diferencial adquirido no seu curso de licenciatura em matematica. Assim este trabalho
tem como objetivo fazer apresentagdo das classificagdes das singularidades realizados no ambito das
atividades deste projeto. Os trabalhos foram desenvolvidos no primeiro e segundo semestre da vigéncia do
projeto de pesquisa entre outubro de 2021 a agosto de 2022, com o propoésito de classificar as singularidades
usando os resultados de Arnol’d (1985) e de Thom (1972) no caso das fungdes reais para escrever as
singularidades em fungdes com codimensdao menor ou igual a cinco.
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INTRODUCAO

A teoria de singularidade se coloca naturalmente no estudo de fungdes reais a uma varidvel no curso de
calculo I, onde é visto como descrever estas fungdes partir dos seus pontos criticos, que sdo aqueles onde a
primeira derivada se anula. No estudo de aplicagbes f: U - R™p, onde U é um interv aberto de R"n e f é de
classe C™», este conceito aparece naturalmente e dizemos que um ponto x € U é um ponto critico de f se a
sua matriz das derivadas parciais calculada no ponto x ndo tem posto maximo. O objetivo inicial da teoria de
singularidades foi justamente estudar estes pontos criticos e as suas imagens por f, que sao as chamadas
singularidades de f.

Cada area tem sua nocao natural de relacao de equivaléncia e um dos objetivos é listar seus objetos a menos
desta equivaléncia. Assim por exemplo, temos a nogdo de isomorfismo para espacos vetoriais ou grupos e
difeomorfismos para superficies. No caso de aplicagdes de classe C"» definidas em abertos de R"n com
valores em R™p a relagdo de equivaléncia natural consiste em mudangas de coordenadas locais
(difeomorfismos locais) no dominio e contradominio. Assim, classificar singularidades é obter as classes de
equivaléncia segundo esta relacdo. Podemos entender esta classificagdo como uma continuacdo natural do
estudo de calculo em varias variaveis, onde os resultados finais nos levam as formas locais das imersoes e
das submersdes, com aplicacdes definidas em conjuntos que tem somente pontos regulares, e o teorema do
posto constante que considera conjuntos com somente um tipo de ponto critico, ou seja, um aberto em que
todos os pontos sdo criticos tem o mesmo posto. Neste sentido, a teoria de singularidades comega a partir do
Teorema do posto constante, onde sao estudadas funcdes ou aplicacdes definidas em abertos que tem
diferentes tipos de pontos criticos. Neste caso, a questdo mais natural que se coloca é determinar uma forma
normal (local) descrevendo cada tipo de singularidade da aplicacao.

Este trabalho é parte do projeto de iniciacdo cientifica BICT/FUNCAP que objetiva dar uma base sélida ao
aluno sobre o conceito de singularidades de aplicacOes diferencidveis a partir do conceito de calculo

diferencial adquirido no seu curso de licenciatura em matematica.

METODOLOGIA

Os trabalhos foram desenvolvidos no primeiro e segundo semestre da vigéncia do projeto de pesquisa entre
outubro de 2021 a agosto de 2022. Em primeiro semestre do projeto houve encontros semanais entre o
aluno-autor e o orientador onde foram discutidos os conceitos de célculo diferencial que é uma ferramenta
importante no estudo de Teoria de Singularidade. Também houve momentos de aprendizagem e
familiarizacdo com softwares Mathematica e editores do formato Latex que sdo importante no contexto de
textos matematicos.

Por fim no segundo semestre, continuaram encontros semanais entre o aluno e orientador onde ocorreram os
trabalhos de classificacao de singularidade usando os resultados de Arnol’d (1985) e de Thom (1972) no caso

das fungodes reais para escrever as singularidades em fungées com codimensao menor ou igual a cinco.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Entre assuntos trabalhados no projeto, destacamos: A classificacdo dos germes de fungao se realiza ao
determinarmos um representante para cada classe de R-equivaléncia. Em geral os representantes escolhidos
sdo aqueles que tém a forma mais simples possivel com relagao a um sistema de coordenadas conveniente. A

estes germes damos o nome de forma normal para esta classe de equivaléncia. Primeiramente iniciemos a
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classificacao de germes de codimensao zero, que sdo germes que quando derivada primeira da fungao no
ponto (0,0) ndo se anula, nesse caso origem nao é ponto singular, dizemos que germes de codimenséao zero,
entdo nesse caso, f é equivalente a (x1, ,,xn) - x1.

Para classificacao dos germes de codimensao 1, o mesmo procedimento, mas esta vez a derivada segunda
ndo se anula no ponto (0,0) e dizemos que um germe f € m2n (isto é, a origem é um ponto singular) é nao
degenerado se a matriz Hessiana H (f (0)) é nao singular. Com isso, temos o Lema Morse, diz seguinte: um
germe f € m2n é de codimensao 1 se, e somente se, é nao degenerado. Neste caso f é equivaléncia a um
germe da forma (x1, ..., xn) - x21 4+ ... + xs2 - x2s+1 - ... - x2n. No caso de f € mn"2 de codimensdo maior
ou igual a dois. Dizemos que f tem coposto ¢ se o posto da matriz Hessiana de f é n - c.

Com isso, vamos falar de um Lema auxiliar que chamamos de Lema da Separacao: Seja f € m2n de coposto c.
Entdo f é equivalente ao germe (x1, X2, . . ., xn) »g (x1, ..., xc) + x2c+1 . + .. + x2n. Observamos que neste
caso os germes f e g tétm a mesma codimensao.

Proposicao: Seja f € m2n de coposto 1 e codimensao k. Entao f é equivalente ao germe (x1, ..., xn) -+ xk+11
+ x22 + . ..+ x2n. Este germe é chamado de singularidade Ak.

Lema: Se f € m2n é um germe de codimenséo finita e de coposto ¢, entdo cod f = C(C+1) /2 +1. Por tltimo
estudamos o resultado de R. Tom, que diz:

Proposigao: para todo germe f € m2n e codimensao menor ou igual a 5 é equivalente, a menos da soma de
uma forma quadratica ndo degenerada em n - 2 varaveis. Equivalente a um dos seguintes germes:

i) X3, se codf = 2, nesse caso chamamos dobra;

ii) x4, se codf = 3, nesse caso chamamos cuspide;

iii) xe”™5, se codf = 4, nesse caso chamamos rabo de andorinha e

iv) Xx°6, se codf = 5, nesse caso chamamos borboleta.

CONCLUSOES

No fim deste trabalho, foi possivel compreender a relevancia do estudo das func¢des reais em relacdo a uma
variavel no célculo 1, onde é visto a descrigao destas fungdes a partir dos seus pontos criticos, onde a
primeira derivada sera nula, assim como estudo de aplicagoes f: U - R"p, onde U é um intervalo aberto de
R"™p e fé classe C"™w, dizemos que x€U é um ponto critico de f, se a sua matriz das derivadas parciais nesses
pontos x ndo tem posto maximo. Esses pontos criticos assim como as suas imagens foram importantes no
estudo de Teoria de Singularidade. Por fim, fizemos gréficos de: equivaléncias de dois Germes; Imersoes e
Submersoes para poder falar do posto constante, com ajuda na interpretagdo do professor orientador
Joserlan Perote da Silva. No tultimo fizemos calculo de codimensao de f com apoio de Orientador, para poder

fazer classificacdo de Germes que é um dos resultados importantes no estudo de Teoria de Singularidade.
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