priz

VI SEMANA UNIVERSITARIA

DESAFIOS DA UNIVERSIDADE

s urrin EM TEMPOS DE ISOLAMENTO SOCIAL

SUPERFICIES MINIMAS EM R3

Douglas Vieira Lima’
Rafael Jorge Pontes Didgenes’

RESUMO

O presente projeto tem por objetivo apresentar o estudo realizado sobre superficies minimas no espaco. Uma
superficie parametrizada regular é chamada minima se sua curvatura média é identicamente nula. A
abordagem do estudo sobre superficies minimas teve inicio com Joseph-Louis Lagrange (1760), sendo o
primeiro a definir uma superficie minima, onde ele obteve uma equacao diferencial parcial que descrevia as
superficies minimas que sdo graficos de fungdes diferenciaveis. Em geometria diferencial, um dos assuntos
mais trabalhados sdo problemas relacionados a superficies minimas. Ainda que Geometria Diferencial seja
uma disciplina considerada bésica, as superficies minimas ainda estdo sendo investigadas, pois ha ligagoes
profundas com fungoes analiticas de variaveis complexas e com equacoes diferenciais parciais. Os resultados
dessa teoria, em geral, sao de facil visualizacdo e de dificeis provas. As superficies minimas sdo geralmente
associadas as peliculas de sabao, que podem ser obtidas mergulhando uma moldura formada por um arame
em uma solucdo de sabdo e retirando-a em seguida com cuidado. Tal superficie, em seus pontos regulares,
tem a curvatura média nula. A conexao entre superficies minimas e peliculas de sabao motivou o famoso
Problema de Plateau, que, a grosso modo, pode ser descrito da seguinte maneira: provar que para cada curva
fechada C em R3 existe uma superficie S de area minima tendo C como fronteira. Tal problema, em sua forma
mais simples, consiste em encontrar a superficie de menor drea limitada por um contorno fechado no espago.
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INTRODUCAO

O interesse pelo estudo de problemas relacionados as superficies minimas surgiu no século XVIII com Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813), onde em 1760 ele definiu pela primeira vez uma superficie minima. A palavra
minima estd relacionada com o seguinte problema proposto por Lagrange: Dada uma curva fechada C (sem

auto intersegoes), achar a superficie de area minima que tenha esta curva como fronteira.

Lagrange propos esse problema com a finalidade de encontrar um método para minimizar certas quantidades

como area, comprimento e energia. Tal método hoje em dia é conhecido como Célculo das variagées.

Em 1740 Euler descobriu uma superficie que apresentava para um dado volume a menor area superficial
possivel, essa superficie é conhecida como Catendide. Ainda no século XVIII, o matematico francés J.B.M.C.
Meusnier de la Place (1754-1793) descobriu uma superficie denominada Helicdide. A Helicoide, assim como a
Catendide de Euler, junto com o plano e a esfera, sao denominados como os primeiros modelos identificados

de superficies minimas.

O estudo detalhado das superficies minimas sé teve inicio apenas no século XIX com o fisico belga J. A. F.
Plateau (1801-1883) no qual conduziu grandes pesquisas com base em bolhas de sabao. Tal problema, ja
conhecido por Lagrange e Euler, foi denominado Problema de Plateau, especificamente pelo sistema e forma
experimental que foi utilizado por Plateau. O problema descrito de uma forma simples, consistia em
encontrar a superficie de menor area limitada por um contorno fechado no espago. Dessa forma, o fisico
belga realizava experiéncias mergulhando um contorno(feito de arame por exemplo) em um recipiente com
agua e sabdo, de tal modo que ao retirar o contorno, podia-se obter uma superficie, que por alguns motivos

fisicos, é a superficie de menor area que se pode ser formada para o determinado contorno dado.

Dentro do estudo das superficies minimas ainda houve uma importante colaboragao brasileira, onde o
matemaético Celso José da Costa, através dos estudos do matematico alemao Karl Weierstrass (1815 - 1897),
descobriu em 1982 uma nova superficie minima denominada superficie Costa. Dada a importancia desse
trabalho, impactou na origem de uma série de pesquisas que resultaram na descoberta de novas superficies,
novos problemas matematicos e teoremas. Além disso, a descoberta do brasileiro acabou influenciando em
partes, o desenvolvimento da computacdo grafica. Posteriormente, em 1998, ele recebeu do Ministério da
Ciéncia e Tecnologia a medalha “Ordem do Mérito Cientifico na classe de Comendador, em vista da

qualidade destes resultados obtidos anteriormente.

Levando em conta os conceitos abordados no estudo das superficies minimas, nosso principal objetivo é
entender e investigar as superficies minimas que sao solugdes do Problema de Plateau. Além de descrever as
superficies minimas ja existentes e as caracterizagdes de como ocorrem com superficies de revolucdo e
regradas que sdo superficies minimas, utilizando-se do software GeoGebra como recurso computacional
auxiliar para uma visualizacdo bem mais dinamica. Nesse caso, o GeoGebra pode se constituir de uma
ferramenta auxiliar indispensavel, ndo somente na resolucdo, mas também no estudo desses solidos tendo em

vista a caracterizagao dessas superficies.
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METODOLOGIA

®

Iniciamos nossas atividades no projeto com um estudo focado na aquisicdo dos pré-requisitos necessarios
para entdo comecar os estudos sobre superficies minimas, e consequentemente, obter um bom entendimento

do problema. Comegamos pelo estudo do livro de Geometria diferencial de curvas e superficies do Manfredo
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do Carmo e o livro de Introdugdo a geometria diferencial da Keti Tenenblat, para que entdo pudéssemos
obter uma boa nogao sobre geometria diferencial. Iniciaram-se os estudos sobre curvas, seguindo entao para

os estudos mais aprofundados sobre superficies.

Iniciou-se entao o estudo das superficies minimas, no qual uma superficie parametrizada regular é chamada
“minima” se a sua curvatura média € identicamente nula (H = 0).

Primeiramente procuramos entender matematicamente tal conceito, explorando e calculando alguns
exemplos ja conhecidos de superficies minimas como a Helicdide, Catenoite, Superficie de Scherk, de
Enneper, entre outras. Onde mostramos de fato que a curvatura média de cada uma das superficies é
identicamente nula.

Em seguida, deu-se inicio ao estudo de propriedades importantes para compreender o problema de Plateau,

onde investigamos alguns exemplos de superficies minimas que sdo solugdo do deste problema.

Em uma segunda etapa do projeto, iniciou-se o estudo do software Geogebra na busca de novas ferramentas
para se trabalhar na construgdo das superficies minimas mais conhecidas. Além disso, também tentamos

buscar ferramentas que pudesse nos ajudar na representacao do problema variacional no Geogebra.

Por fim, depois de um longo trabalho, finalmente conseguimos mostrar em detalhes no Geogebra as
principais caracteristicas de formacéo da superficie minima Helicdide, que € a tnica superficie minima além
do Plano, que é também uma superficie regrada, ou seja, que é formada por uma familia de retas. E além da
Helicéide, também conseguimos mostrar no software Geogebra as principais caracteristicas de formacgao da
superficie minima Catendide, no qual, é a tnica superficie de revolucdo que é minima. E chamada superficie
de revolugdo, uma superficie no espago euclidiano criada pela rotacdo de uma curva (geratriz) em torno de

um eixo de rotagao.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Visando formas que possam nos auxiliar em uma visualizagdo bem mais dinamica das superficies minimas,
conseguimos mostrar em detalhes através da criacdo de Applets no Geogebra as principais caracteristicas de
formagao da superficie minima Helic6ide, que ¢ a unica superficie minima além do Plano, que também é uma

superficie regrada.

Figura 1: Superficie Minima HelicéideE

E além da Helico6ide, também conseguimos mostrar no software Geogebra as principais caracteristicas de

formacgao da superficie minima Catenodide, no qual, € a unica superficie de revolugdo que é minima.

Figura 2: Superficie Minima Catendide
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CONCLUSOES
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Este projeto me proporcionou uma insercdo na area da pesquisa cientifica na matematica, no qual pude

A

O estudo por meio do software GeoGebra envolvendo as superficies minimas foi bastante produtivo. E:J

&

adquirir uma boa maturidade sobre os conceitos bésicos na édrea de Geometria Diferencial.
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Observou-se que o software auxiliou fortemente no estudo de tal problema de maneira simplificada por meio
da manipulagdo dinamica da representacao grafica e na exploracdo das principais caracteristicas das

superficies minimas Helecoide e Catenoide.

Além disso, devido a seu leque de recursos e ferramentas, a utilizacdo do Geogebra pode permitir aos

observadores a visualizacdo dos resultados obtidos, porém, de uma forma bem mais dinamica e interativa.

Ja no caso do problema da superficie minima proposto por Plateau, pode-se perceber que sua resolucdo via

interpretacao grafica com o auxilio do GeoGebra se constitui como uma valiosa ferramenta.

Além das superficies Helicdide e Catendide, esse projeto pode ser estendido no estudo de outras superficies
minimas descritas nesse trabalho, como a superficie de Scherk, de Enneper, superficie Costa, dentre outras.
No sentido de se procurar obter algumas caracteristicas dessas superficies através da visualizacao e

interacdo no Geogebra.

Portanto, podemos concluir que o uso de um recurso auxiliar computacional como o Geogebra, pode facilitar
no estudo dos conceitos matematicos e na descrigao das caracteristicas das superficies minimas. Além de ser
um fator essencial na construcdo do conhecimento, gerando varias possibilidades e perspectivas de

exploracoes dentro do que se foi estudado.
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