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CAMPOS DE VETORES CONFORMES SOBRE FORMAS ESPACIAIS
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RESUMO

O presente trabalho aborda os campos de vetores conformes (ou campos conformes) sobre formas espaciais
(espacgo Euclidiano, esfera e espago Hiperbodlico), destacando os campos de vetores conformes gradientes,
campos de Killing e campos homotéticos. De modo geral, campos de vetores conformes sobre espacos
Riemannianos sao campos de vetores suaves, cuja derivada de Lie gera um tensor de ordem 2 (dois), multiplo
da métrica Riemanniana do referido espaco. Deve-se ressaltar que os campos conformes encontram-se em
formas espaciais (espaco Euclidiano, esfera e espaco hiperbolico), nas superficies de revolugédo, nos espagos
homogéneos, etc. Na perspectiva de estudar os campos de vetores conformes sobre formas espaciais,
especialmente sobre o espago Euclidiano, esfera Euclidiana e espago Hiperbdlico, serd usada uma
abordagem bem mais elementar que a abordagem usual. Ademais, pretende-se verificar a relacdao entre os
campos conformes gradientes no espago Euclidiano com os campos vetores conformes gradientes sobre a
esfera Euclidiana e sobre o espago Hiperbodlico, procurando comparar as suas respectivas propriedades em
cada forma espacial, através de mudanca conforme de métrica Riemanniana.
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INTRODUCAO

As formas espaciais (ou space forms) sao espagos Riemannianos completos com curvatura seccional
constante, cujos exemplos mais conhecidos sdo espaco Euclidiano, esfera Euclidiana e espaco Hiperbodlico. Os
campos conformes sobre um espaco Riemanniano sao campos de vetores, cuja derivada de Lie resulta em um
tensor de ordem 2 (dois), multiplo da métrica Riemanniana do referido espago. Os campos conformes
constituem uma generalizacdo dos campos de Killing e dos campos homotéticos, ja que os campos de Killing
sdo campos conformes com fator conforme nulo, enquanto os campos homotéticos sdo campos conformes

com fator conforme constante.

Os campos de vetores conformes aparecem com bastante frequéncia na Geometria Diferencial, por exemplo,
no estudo de imersoes sobre formas espaciais (espa¢o Euclidiano, esfera e espago Hiperbolico), nos produtos
diretos, produtos-warped, espacos homogéneas, espacos de Einstein e ainda em alguns fluxos geométricos

(fluxo de Yamabe e fluxo de Ricci).

Estes campos de vetores também estdo relacionados a curvatura escalar do espa¢o Riemanniano, no qual
estdo definidos, conforme podemos conferir nos resultados obtidos por Tashiro (1965) e Obata/Yano (1970).
Nas formas espaciais, encontram-se alguns exemplos, dentre eles destacam-se os exemplos construidos por

Heintze (1988), partindo das chamadas funcoes suporte.

METODOLOGIA

Inicialmente, realizamos um estudo preliminar sobre alguns tépicos de Algebra Linear, Célculo Vetorial,
Anaélise Real e elementos de Geometria Riemanniana, contemplando o periodo de aquisi¢gao dos pré-requisitos
necessarios. Na sequéncia dos trabalhos, passamos a nos concentrar no estudo dos campos de vetores
conformes sobre formas espaciais (espago Euclidiano, esfera Euclidiana e espaco Hiperbdlico), partindo do
espago Euclidiano e usando mudanga conforme de métrica. Deve-se ressaltar que buscou-se utilizar as

ferramentas mais elementares possiveis e apresentar uma abordagem mais simples.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Conforme inicialmente planejado, construimos expressoes que descrevem os campos de vetores conformes
gradientes sobre formas espaciais simplesmente conexas (espaco Euclidiano, esfera Euclidiana e espago
Hiperbodlico), através da fungao potencial e do fator conforme (ou fator de conformidade), que sao estruturas

suficientes para gerar a expressao do campo de vetores correspondente.

Primeiramente, revisitamos a expressao que descreve os campos de vetores conformes gradientes sobre o
espaco Euclidiano, através da funcdo potencial e do fator conforme, verificando ainda que nesse espaco, tais
campos de vetores sao sempre homotéticos. Através de uma mudanca conforme de métrica, obtemos ainda os
quocientes de expressoes polinomiais que descrevem os campos conformes gradientes na esfera Euclidiana e

no espago Hiperbdlico, cujo nimero de variaveis coincide com a dimensao das referidas formas espaciais.

Por fim, foi realizado ainda um estudo mais aprofundado, revendo alguns resultados sobre campos conformes

gradientes, que permitem caracterizar espagos Riemannianos, identificando em que condigdes pode-se
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concluir que um espaco Riemanniano possui a mesma geometria do espaco Euclidiano, da esfera Euclidiana

ou do espago Hiperbdlico.

CONCLUSOES

Diante do estudo realizado e do trabalho desenvolvido ao longo do periodo de vigéncia do projeto, deduzimos
expressoes gerais que permitem descrever as funcoes potenciais de qualquer campo de vetores conforme
gradientes sobre formas espaciais simplesmente conexas (espaco Euclidiano, esfera Euclidiana e espago
Hiperbdlico). Estas expressoes consistem de um quociente de expressdes polinomiais, cujo nimero de
variaveis coincide com as dimensdes das referidas formas espaciais. Deve-se ainda ressaltar a estreita
relacdo entre as expressoes dos campos de vetores conformes gradientes entre cada uma das referidas

formas espaciais, estabelecida através de mudanca conforme de métrica Riemanniana.
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