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CAMPOS DE VETORES CONFORMES SOBRE FORMAS ESPACIAIS

Manfinapul Armando Blez 1, Joao Francisco da Silva Filho 2

RESUMO

Opresentetrabalhoabordaoscamposdevetoresconformes(oucamposconformes)sobreformasespaciais(espaçoEu
clidiano,esferaeespaçoHiperbólico),destacandooscamposdevetoresconformesgradientes,camposdeKillingeca
mposhomotéticos.Demodogeral,camposdevetoresconformessobreespaçosRiemannianossãocamposdevetoress
uaves,cujaderivadadeLiegeraumtensordeordem2(dois),múltiplodamétricaRiemannianadoreferidoespaço.Deve-
s e r e s s a l t a r q u e o s c a m p o s c o n f o r m e s e n c o n t r a m -
seemformasespaciais(espaçoEuclidiano,esferaeespaçohiperbólico),nassuperfíciesderevolução,nosespaçoshom
ogêneos,etc.Naperspectivadeestudaroscamposdevetoresconformessobreformasespaciais,especialmentesobre
oespaçoEuclidiano,esferaEuclidianaeespaçoHiperbólico,seráusadaumaabordagembemmaiselementarqueaabo
r d a g e m u s u a l . A d e m a i s , p r e t e n d e -
severificararelaçãoentreoscamposconformesgradientesnoespaçoEuclidianocomoscamposvetoresconformesgr
adientessobreaesferaEuclidianaesobreoespaçoHiperbólico,procurandocompararassuasrespectivaspropriedad
esemcadaformaespacial,atravésdemudançaconformedemétricaRiemanniana.

Palavras-chave:

Formas espaciais. Campos de vetores conformes. Fator conforme.



Resumo expandido - VIII ENCONTRO DE INICIAÇÃO CIENTÍFICA - 2019

INTRODUÇÃO

As  formas  espaciais  (ou  space  forms)  são  espaços  Riemannianos  completos  com  curvatura  seccional
constante, cujos exemplos mais conhecidos são espaço Euclidiano, esfera Euclidiana e espaço Hiperbólico. Os
campos conformes sobre um espaço Riemanniano são campos de vetores, cuja derivada de Lie resulta em um
tensor de ordem 2 (dois),  múltiplo  da métrica Riemanniana do referido espaço.  Os campos conformes
constituem uma generalização dos campos de Killing e dos campos homotéticos, já que os campos de Killing
são campos conformes com fator conforme nulo, enquanto os campos homotéticos são campos conformes
com fator conforme constante.

Os campos de vetores conformes aparecem com bastante frequência na Geometria Diferencial, por exemplo,
no estudo de imersões sobre formas espaciais (espaço Euclidiano, esfera e espaço Hiperbólico), nos produtos
diretos, produtos-warped, espaços homogêneas, espaços de Einstein e ainda em alguns fluxos geométricos
(fluxo de Yamabe e fluxo de Ricci).

Estes campos de vetores também estão relacionados à curvatura escalar do espaço Riemanniano, no qual
estão definidos, conforme podemos conferir nos resultados obtidos por Tashiro (1965) e Obata/Yano (1970).
Nas formas espaciais, encontram-se alguns exemplos, dentre eles destacam-se os exemplos construídos por
Heintze (1988), partindo das chamadas funções suporte.

METODOLOGIA

Inicialmente, realizamos um estudo preliminar sobre alguns tópicos de Álgebra Linear, Cálculo Vetorial,
Análise Real e elementos de Geometria Riemanniana, contemplando o período de aquisição dos pré-requisitos
necessários. Na sequência dos trabalhos, passamos a nos concentrar no estudo dos campos de vetores
conformes sobre formas espaciais (espaço Euclidiano, esfera Euclidiana e espaço Hiperbólico), partindo do
espaço Euclidiano e usando mudança conforme de métrica.  Deve-se ressaltar que buscou-se utilizar as
ferramentas mais elementares possíveis e apresentar uma abordagem mais simples.

RESULTADOS E DISCUSSÃO

Conformeinicialmenteplanejado,construímosexpressõesquedescrevemoscamposdevetoresconformesgradiente
ssobreformasespaciaissimplesmenteconexas(espaçoEuclidiano,esferaEuclidianaeespaçoHiperbólico),atravésd
afunçãopotencialedofatorconforme(oufatordeconformidade),quesãoestruturassuficientesparageraraexpressão
docampodevetorescorrespondente.

Primeiramente,revisitamosaexpressãoquedescreveoscamposdevetoresconformesgradientessobreoespaçoEucli
diano,atravésdafunçãopotencialedofatorconforme,verificandoaindaquenesseespaço,taiscamposdevetoressãos
emprehomotéticos.Atravésdeumamudançaconformedemétrica,obtemosaindaosquocientesdeexpressõespolino
miaisquedescrevemoscamposconformesgradientesnaesferaEuclidianaenoespaçoHiperbólico,cujonúmerodevar
iáveiscoincidecomadimensãodasreferidasformasespaciais.

Porfim,foirealizadoaindaumestudomaisaprofundado,revendoalgunsresultadossobrecamposconformesgradient
e s ,quepermi temcarac te r i za respaçosR iemann ianos , i den t i f i c andoemquecond i çõespode -
s e c o n c l u i r q u e u m e s p a ç o R i e m a n n i a n o p o s s u i a m e s m a g e o m e t r i a d o
espaçoEucl idiano,daesferaEucl idianaoudoespaçoHiperból ico.
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CONCLUSÕES

Diante do estudo realizado e do trabalho desenvolvido ao longo do período de vigência do projeto, deduzimos
expressões gerais que permitem descrever as funções potenciais de qualquer campo de vetores conforme
gradientes sobre formas espaciais simplesmente conexas (espaço Euclidiano, esfera Euclidiana e espaço
Hiperbólico).  Estas  expressões  consistem de um quociente  de  expressões  polinomiais,  cujo  número de
variáveis  coincide com as dimensões das referidas formas espaciais.  Deve-se ainda ressaltar a estreita
relação entre as expressões dos campos de vetores conformes gradientes entre cada uma das referidas
formas espaciais, estabelecida através de mudança conforme de métrica Riemanniana.
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