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USO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES DE 12 ORDEM NA MODELAGEM
MATEMATICA DA POLUICAO DE CORPOS HiDRICOS

Gabriel Yves de Melo Raulino !, Silvia Helena Lima dos Santos 2

RESUMO

A crescente demanda populacional e, consequentemente industrial, tem contribuido para uma maior
importancia na geréncia dos recursos hidricos. No que diz respeito a satde dos corpos hidricos, a Resolugao
CONAMA 357/2005 estabelece as condigOes e padroes de lancamento de efluentes. Nessa perspectiva o
presente trabalho é fruto das pesquisas desenvolvidas através do projeto de Iniciacdo Cientifica -
PIBIC/UNILAB, que teve como objetivo o estudo e desenvolvimento de modelos mateméaticos que
determinassem indicativos de qualidade de agua, como a DBO e OD, utilizando Equagdes Diferenciais
Ordinarias Lineares (EDO’s) de 12 Ordem como ferramenta de andlise desses parametros. A partir dos
estudos de transporte de massa e das EDO’s foi possivel compreender os conceitos relacionados aos danos
causados pelas cargas poluidoras ao ambiente aquatico por meio de graficos DBOxDistancia e ODxDistancia
considerando diferentes cenarios. No ambiente FORTRAN foram elaboradas rotinas para langamento pontual
de efluentes considerando diferentes valores de DBO de carga poluidora para vazao do rio constante.
Também foi analisada a autodepuracao do rio considerando variacdo sazonal de vazdo. Os dados obtidos
foram satisfatorios na representacdo da capacidade de assimilagao do corpo hidrico em fungao da disténcia.
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INTRODUCAO

A qualidade da 4gua de uma determinada bacia hidrografica é resultante de diversos fatores, sendo eles
naturais ou provenientes de agdes antropogénicas (SPERLING, 1996). A qualidade de um corpo hidrico
depende das condigdes locais onde esta inserido, estando em direto contato com o solo, seja por escoamento
superficial ou por infiltracao no solo. Assim um rio tras consigo sedimentos provenientes do contato com as
rochas, bem como outros elementos que sao incorporados a partir de precipitagdes. A condicao de fauna e
flora também é um importante fator para anélise qualitativa de um rio.

Um fator crucial é a influéncia humana, no que diz respeito ao langamento de efluentes em leitos. Este é um
problema mundial, principalmente nas areas urbanizadas, onde ha uma maior demanda por dgua potéavel e os
lancamentos de poluentes sao mais frequentes e concentrados (NAHON, 2006). A falta de controle no
lancamento de efluentes compromete a biota aquética, bem como acarreta na contaminagao da populagao
que utiliza daquela dgua. Com o aumento populacional e o surgimento de doengas de origem hidrica
surgiram as estacOes de tratamento de efluentes (ETEs) e as estacdes de tratamento de dgua (ETAs)
(CHAPRA, 1997). Estas estacOes foram criadas no sentido de adequar os esgotos, que forma que nao
houvesse um langamento bruto de efluentes, para que este propiciasse um nivel aceitédvel de qualidade do
corpo receptor.

Para determinacao dos parametros exigidos pela legislacdo é necessario o uso de modelos matematicos que
simulem as condigdes de um sistema real. De acordo com Sales (2014) os modelos mateméticos sao capazes
de englobar diferentes processos fisicos, quimicos e bioldgicos envolvidos no sistema de forma pratica. Neste
caso, modelar um sistema de transporte de massa é fundamental para a compreensao do processo de
autodepuragdo de um corpo hidrico. O modelo classico de Streeter-Phelps é amplamente utilizado para
determinacao de parametros qualitativos, como a Demanda Bioquimica de Oxigénio (DBO) e o a
concentracao de Oxigénio Dissolvido (OD) na 4gua, os quais sdao normatizados pela Resolugdo CONAMA
357/2005 e objeto de estudo deste trabalho.

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver uma metodologia formulada a partir das Equacoes
Diferenciais Ordinéarias (EDOs) de 12 Ordem para estudar a poluicdo de rios e reservatorios com a
determinacdo dos parametros de BDO e OD considerando diferentes cenarios. Para isso deverdo ser
incorporadas hipoteses simplificadoras ao modelo classico de Streeter-Phelps. Com o estudo espera-se
encontrar subsidios para um melhor entendimento da capacidade de autodepuracao de rios com o auxilio
dessa metodologia, bem como mostrar a aplicacdao de EDOs em problemas relacionados a transporte de
massa e de decaimento.

METODOLOGIA

A partir do modelo classico de Streeter-Phelps sera proposta a metodologia para determinacdo da
concentracdo de Oxigénio Dissolvido e a Demanda Bioquimica de Oxigénio de um rio, considerando pequena
escala e lancamento pontual. O modelo classico foi desenvolvido a partir da equagao da difusao advectiva que
¢ uma equacao parcial mais complexa, tornando-a uma equagao mais simples de ser resolvida. As hipoteses
sdo: sistema estacionario, considerando que ndo existe variagdo de concentracdo das variaveis em relagao ao
tempo; e sistema bem misturado nas segdes do rio, dado que a difusdo ocorre instantaneamente, eliminando
o termo dentro dos parénteses. Assim a equagao se reduz para:

(]

Com esta nova estrutura as resolugdes de EDO’s sdo possiveis. Serdo desenvolvidas uma equagao para cada
parametro e qualidade de aguas (OD e DBO) utilizando a resolucédo que for cabivel.

Apbés a aplicagao dos métodos de resolucdo de EDO’s e 0 modelo estiver pronto sera analisada a capacidade
de autodepuracao de rios para diferentes cargas poluidoras (DBO da demanda orgéanica), variando
parametros do rio como vazao e DBO inicial. A analise serd feita por um cédigo de rotina utilizando o
programa FORTRAN que ird fornecer como dados de saida os valores de concentragdo em fungao da
distancia do ponto de lancamento. Os dados de saida serdao importados no Excel para geracdo de graficos e
comparados com a literatura para avaliar a eficacia do método.
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RESULTADOS E DISCUSSAO
RESOLUCAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS SEGUNDO O MODELO DE STREETER-PHELPS
Equacao da concentracao de DBO pelo modelo de Streeter-Phelps

Para a DBO a equagao sera representada como:

=]

Onde:

U é a velocidade média na secdo (L/T);

L é a concentracdo de DBO no rio (M/L3);

Kd é a constante de desoxigenacdo (T—-1).

Esta equacgao diferencial é facilmente resolvida por se tratar de uma EDO do tipo separavel. Isolando os
termos da concentracao no membro esquerdo da equacao e resolvemos as integragdes em ambos os lados:

(]

A equacao foi obtida utilizando a condicdao de contorno em que no ponto x = 0 a concentracao de DBO inicial
¢ CO0. A partir da resolugao ¢ possivel prever que a DBO de um corpo hidrico decresce exponencialmente em
funcdo da distancia percorrida a partir da concentracdo inicial, no ponto delimitado como inicial.

Equacao do Déficit de OD pelo modelo de Streeter-Phelps

Para o déficit de OD temos que a equacdo de Streeter-Phelps se da como:

(]

Onde:

D é o déficit de OD do rio [M/L3];

L é a concentracdo de DBO no rio [M/L3];

Cs é a concentragao de saturacgdo de oxigénio do corpo hidrico [M/L3];

C é a concentragao de oxigénio em um determinado ponto do rio [M/L3];

Kd é o coeficiente de desoxigenacao ou de decomposicdo de DBO do rio [T-1];

K2 é o coeficiente de reaeragao [T-1].

Para resolver esta EDO foi recorrido ao método do fator integrante. A resposta para o Déficit de OD é dada
abaixo:

=]

A partir desta resolugao podemos conhecer o Déficit de OD de um rio ao longo de qualquer trecho.
Equacao da concentracao de OD pelo modelo de Streeter-Phelps

Tomando como base a solugao acima, e considerando que D = Cs - C, e fazendo D, = Cs - C,

(]

A partir desta resolugao podemos conhecer a concentracdao de OD de um rio ao longo de qualquer trecho.

ANALISE DOS GRAFICOS GERADOS NO EXCEL A PARTIR DOS VALORES DE SAIDA DADOS PELO
PROGRAMA FORTRAN

12 Simulacao - vazao do rio constante (6 m3/s), concentracao de DBO do efluente em 200 mg/L
Os dois gréficos a seguir representam a concentracdo de DBO e de OD ao longo de 100 km de comprimento

de um rio, operando a uma vazao de 6 m3/s. A DBO do efluente no teste em questdo foi ajustada para 200
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Gréfico 1 - Concentragao de DBO pela distancia percorrida do rio. Vazdo 6 m3/s, DBO 200 mg/L

(]

Fonte: Autores

O Gréfico 1 mostra que a DBO decresce rapidamente ao longo das sec¢des do rio, indicando o efeito do
processo de decaimento, como esperado por equacionamento. Seus valores variam de 16,183 mg/L no ponto
de langamento até 1,038 mg/L. quando percorridos os 100 km de leituras.

Gréfico 2 - Concentragao de OD pela distancia percorrida do rio. Vazao 6 m3/s, DBO 200 mg/L

(]

Fonte: Autores

O Grafico 2 mostra o comportamento da concentracdo de OD ao longo do rio, com os mesmos parametros do
grafico anterior. Podemos ver que nos quilometros iniciais hd um decréscimo, atingindo seu nivel minimo
proximo a 20 km de distancia, seguido de acréscimos, constatando uma recuperagao do corpo hidrico.
Fazendo um comparativo entre os dois graficos, os resultados obtidos sdo coerentes tendo em vista que a
reestabilizacdo do oxigénio na dgua foi acompanhado de uma reducao da demanda bioquimica de oxigénio,
por parte das bactérias aerdbias presentes do efluente.

22 Simulacao - concentracao de DBO do efluente em 300 mg/L constante, variacao da vazao do rio
de 6 m3/s e 14 m3/s

Os graficos a seguir representam a alteracao na forma como o rio se recupera do langamento pontual de
efluente a uma concentragao de DBO de 300 mg/L quando a vazdo do rio esta mais baixa e mais alta.

Graéfico 3 - Comparativo da concentragao de DBO pela distancia percorrida para vazoes diferentes do rio,
DBO 300 mg/L |E|

Fonte: Autores

O Gréfico 3 apresenta a concentragdo de DBO ao longo do curso do rio para diferentes vazodes. As curvas
mostram que para o rio com vazao de 14 m3/s a demanda bioquimica de oxigénio é mais reduzida em
comparagao com o rio a uma vazao de 6 m?/s. Porém ao final da medigao a curva de menor vazao registrou
um nivel inferior de DBO em comparacdo a curva vermelha, de vazao mais acentuada.

Gréfico 4 - Comparativo da concentragao de OD pela distancia percorrida para diferentes vazoes do rio, DBO
300 mg/L

=]

Fonte: Autores
As curvas de OD apresentadas no Gréafico 4 mostram grandes diferencas no decréscimo do nivel de
concentracao para vazdes distintas. As curvas revelam que o rio sofre grandes variacoes de concentragao de
oxigénio dissolvido na dgua quando a vazao € baixa. Ja para vazdes mais elevadas o rio sofre reducdo mais
suavizada. Enquanto a curva de 6 m?3/s tem seu pico negativo préximo a 20 km, com valores de concentracdo
de DBO mais reduzidos, a curva de 14 m3/s tem pico negativo préximo a distancia de 40 km, com valores de
concentragao mais satisfatorios para a manutengao da vida marinha.

CONCLUSOES

As aplicagoes de modelagem matematica utilizando Equagdes Diferenciais Ordinarias Lineares de 12 Ordem
no gerenciamento de recursos hidricos mostraram que, para as analises de autodepuracao de rios, as
equacgoes, considerando os indicativos DBO e OD, foram satisfatérias apresentando comportamentos
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esperados se comparados com a literatura. O projeto de pesquisa, promovido pelo PIBIC/UNILAB, conseguiu
trazer ferramentas estudadas em sala de aula de cursos de engenharias para aplicagdao em um problema
importante. Assim a continuidade da iniciacdo a pesquisa cientifica é de extremamente relevante para o
estudo e a elaboracdo de novas tecnologias.
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