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CAMPOS DE VETORES CONFORMES NO ESPACO EUCLIDIANO
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RESUMO

O presente trabalho realiza um estudo sobre os campos de vetores conformes sobre o espago Euclidiano,
enfatizando e explorando, principalmente as relagoes existentes com as funcdes reais harmoénicas e as
funcdes complexas holomorfas, dando um tratamento especial ao caso particular dos campos conformes
fechados e campos conformes gradientes. Os campos conformes sobre um espaco Riemanniano sdo campos
de vetores cuja derivada de Lie ¢ um multiplo da métrica Riemanniana do referido espaco, no entanto
podemos introduzir uma definicao mais elementar ao tratarmos do espaco Euclidiano e naturalmente, esta
definicdo deve coincidir com a definicdo geral que refere-se a espacos Riemannianos. Deve-se ressaltar que o
estudo dos campos de vetores conformes esté relacionado ao estudo de algumas estruturas geométricas que
vem sendo bastante exploradas na literatura nas tultimas décadas, podemos citar como exemplos: solitons de
Ricci, quase solitons de Ricci, variedades quasi-Einstein e solitons de Yamabe.
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INTRODUCAO

O espago Euclidiano é um espaco Riemanniano completo, simplesmente conexo e que possui curvatura
seccional constante nula, corresponde portanto a um exemplo de forma espacial (ou space form). Deve-se
ressaltar que, o espaco Euclidiano é um espago Riemanniano homogéneo e constitui um exemplo de
variedade de Einstein, ou seja, um espaco Riemanniano cujo tensor de Ricci é multiplo da sua métrica
Riemanniana.

Os campos de vetores conformes sobre um espaco Riemanniano sdo campos de vetores, cuja derivada de Lie
resulta em um tensor que é multiplo da métrica Riemanniana do referido espaco. Estes campos de vetores
correspondem a uma generalizacdo dos campos de Killing e dos campos homotéticos, ja que os campos de
Killing sdo campos conformes com fator conforme nulo, enquanto os campos homotéticos sdo campos
conformes com fator conforme constante.

Os campos de vetores supracitados aparecem na Geometria Diferencial, principalmente no estudo de
imersoes sobre formas espaciais (espago Euclidiano, esfera e espaco Hiperbdlico), nos produtos diretos,
produtos-warped, espagos Riemannianos homogéneos, espagos de Einstein e em alguns fluxos geométricos
(fluxo de Yamabe e fluxo de Ricci). Estes campos de vetores também estdo diretamente relacionados a
curvatura escalar do espago Riemanniano, no qual estdo definidos, conforme podemos conferir nos trabalhos
de Tashiro (1965) e Obata/Yano (1970).

Num certo sentido, podemos afirmar que os campos conformes generalizam os solitons de Yamabe, que sdo
estruturas geradas por campos conformes particulares, cujo fator conforme (ou fator de conformidade) difere
da curvatura escalar por uma constante. Deve-se observar ainda que os campos conformes constituem um
caso particular de quase solitons de Ricci e no espaco Euclidiano, estas estruturas coincidem, visto que o
espaco Euclidiano é uma variedade de Einstein.

No espaco Euclidiano, podemos encontrar diversos exemplos de campos conformes (gradientes e nao-
gradientes), bem como seus casos particulares que sdo os campos de Killing e os campos conformes
fechados, destacamos os exemplos construidos por Heintze (1988). Por fim, devemos ressaltar que no espago
Euclidiano, as definicdes associadas a campos conformes tornam-se mais elementares que as usadas em
espagos Riemannianos.

METODOLOGIA

O projeto foi desenvolvido por meio de uma cuidadosa pesquisa realizada em livros e peridédicos que abordam
a tematica proposta. Durante a execucdo da pesquisa, foram realizados seminarios semanais para discussoes,
esclarecimentos de duvidas, acompanhamento das atividades previstas e planejamento das atividades
futuras. Como consequéncia destes seminarios, foi produzido um material contendo notas de aulas, exercicios
e aplicagOes de campos conformes no espago Euclidiano. Convém ressaltar que as ferramentas usadas nesta
abordagem foram bem mais elementares do que costuma-se encontrar na literatura.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Primeiramente, foram revisitados os principais resultados sobre campos conformes no espago Euclidiano
disponiveis na literatura, no intuito de reunir elementos que permitissem chegar a expressdo polinomial da
funcdo potencial que descreve todos os campos conformes gradientes no espaco Euclidiano. Esta expressao
polinomial varia conforme a dimensao do espago, visto que o nimero de varidveis coincide com a dimensao
do referido espaco.
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Na sequéncia, provamos que todos os campos conformes fechados no Espago Euclidiano sdo necessariamente
gradientes, também verificamos uma importante relagao entre as fungdes complexas holomorfas e os campos
conformes no espago Euclidiano. Esta tltima relagdo nos permite construir, de forma pratica, exemplos de
campos conformes no espaco Euclidiano. Deve-se pontuar que embora os resultados supracitados sejam
conhecidos na literatura, apresentamos uma forma alternativa de demonstra-los, usando ferramentas mais
elementares, restritos apenas a Célculo Diferencial e Vetorial.

CONCLUSOES

Geralmente a abordagem dos campos de vetores conformes ¢ feita a partir de ferramentas mais complexas e
linguagem mais sofisticada, que exige um conhecimento prévio sobre variedades diferenciaveis e nogdes de
Geometria Riemanniana. Neste trabalho, mostramos ser possivel realizar uma abordagem bem mais
elementar sobre campos de vetores conformes e apresentar seus principais resultados, usando apenas
conceitos de Célculo Vetorial e ferramentas de Calculo Diferencial no espago Euclidiano n-dimensional,
tornando o referido conteiiddo bem mais acessivel a um aluno de Graduacdo.
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